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11. Tóm tắt các kết quả mới của luận án:
- Chứng minh được một số kết quả về nguyên lý biến phân trơn cho hàm nửa liên tục dưới và bị chặn ở trên không gian Banach X thỏa mãn giả thiết (Hβ*) và trên không gian có chuẩn β-trơn.
- Chứng minh tính duy nhất nghiệm β-nhớt của phương trình Hamilton-Jacobi trong lớp hàm liên tục và bị chặn cho phương trình Hamilton-Jacobi có dạng  u+H(x, Du)=0, tính duy nhất nghiệm trong lớp hàm liên tục đều và không bị chặn đối với phương trình đạo hàm riêng cấp 1 dạng tổng quát u+H(x,u,Du)=0. Chứng minh được tính ổn định và sự tồn tại nghiệm β-nhớt của phương trình Hamilton-Jacobi dạng tổng quát u+H(x,u,Du)=0.
- Chứng minh hàm giá trị của bài toán điều khiển tối ưu với thời gian vô hạn là nghiệm β-nhớt duy nhất của phương trình Hamilton-Jacobi tương ứng, chứng minh được điều kiện cần và đủ đối với một điều khiển tối ưu.
- Khi nghiên cứu nghiệm nhớt trên các khớp nối: chứng minh được hàm giá trị của bài toán điều khiển tối ưu là nghiệm nhớt duy nhất của một phương trình Hamilton-Jacobi liên quan. Chứng minh được một số tính chất của hàm giá trị như tính liên tục, độ tăng, tính bị chặn trên tại điểm O. Thiết lập được một điều kiện cần và đủ cho một điều khiển tối ưu của bài toán điều khiển tối ưu với thời gian vô hạn.

12. Khả năng ứng dụng thực tiễn:

Các kết quả đạt được của luận án là những đóng góp có ý nghĩa cho hướng nghiên cứu về lý thuyết định tính nghiệm nhớt của phương trình Hamilton-Jacobi và bài toán điều khiển tối ưu. Các kết quả đó có tính ứng dụng cao, cả trong thực tiễn kĩ thuật, trong nghiên cứu và đào tạo chuyên sâu.
13. Các hướng nghiên cứu tiếp theo:

-  Ứng dụng của dưới vi phân cho nghiệm β-nhớt của phương trình Hamilton-Jacobi cấp 2 và cấp cao hơn bao gồm tính duy nhất nghiệm, tính ổn định và sự tồn tại của nghiệm

- Đưa được các điều khiển phản hồi tối ưu rõ ràng hơn, xác lập được sơ đồ để tìm điều khiển tối ưu cho bài toán điều khiển tối ưu với thời gian vô hạn.

- Tìm các điều khiển phản  hồi tối ưu cho bài toán điều khiển tối ưu trên các khớp nối có chi phí vào, ra. Nghiên cứu bài toán điều khiển tối ưu trên mạng lưới.

- Ứng dụng nghiệm β-nhớt để nghiên cứu các bài toán thực tiễn trong sinh thái, kỹ thuật, kinh tế, tài chính, . . .
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11. Summary of the new findings of the thesis

- We establish several results on the smooth variational principle for lower semi-continuous and bounded functions on Banach spaces satisfying assumption (Hβ*) and on spaces with β-smooth norm.

- We prove the uniqueness of β-smooth solution in the class of continuous and bounded functions for Hamilton-Jacobi equations of the form  u+H(x,Du)=0, the uniquness of uniformly continuous and unbounded solutions for first order partial differential equations of the general form u+H(x,u,Du)=0. We also prove the existence and stability of β-smooth solutions for a class of Hamilton-Jacobi equations in the form u+H(x,u,Du)=0.

- We prove that the value function of an infinite horizon optimal control is a β-viscosity solution of the associated Hamilton-Jacobi equation. Necessary and sufficient optimality conditions have been derived based on the β-viscosity solution.
- In the study of viscosity solutions on junctions, we show that the value function is the unique viscosity solution of an associated Hamilton-Jacobi equation. Moreover, properties of the value function have been derived including the continuity, the growth, and upper bounds on the value function at the point O. We have also established a necessary and sufficient criterion of an optimal control for optimal control problems with infinite time horizon.

12. Practical applicability, if any:

Our findings are meaningful contributions to the theory of qualitative properties of Hamilton-Jacobi equations and optimal control problems. The results can be applied in researching related problems.
13. Further research directions, if any

- One can apply of subdifferentials for β-viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations of second or higher order including the existence and uniquess, and the stability of the solutions.
- One can search for more explicit feedback controls and construct a procedure to find optimal control for a class of infinite horizon optimal control problems.
- One can find optimal feedback controls for optimal control problems on junctions with entry or exit costs, and  study optimal control problems on networks.

- Applications of β-viscosity solutions to study practical problems in biology, engineering, economics, finance, etc.
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