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Mð �¦u

1. Lþ do chån �· t i

Khi nghi¶n cùu c¡c b i to¡n bi¶n cho mët lîp ph÷ìng tr¼nh �¤o h m

ri¶ng v o n«m 1966, l¦n �¦u ti¶n Hartman, Ph. v  Stampacchia, G. [39] �¢

�· cªp �¸n mæ h¼nh b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. Tø �â, b i to¡n n y �÷ñc bi¸t

�¸n vîi nhúng ùng döng thó và nh÷ mæ h¼nh c¥n b¬ng kinh t¸ Nash, mæ

h¼nh c¥n b¬ng m¤ng giao thæng, mæ h¼nh �ành tuy¸n tèi ÷u m¤ng truy·n

thæng CDMA [44], lþ thuy¸t trá chìi b§t hñp t¡c, mæ h¼nh xû lþ £nh, . . .

R§t nhi·u ùng döng thüc t¸ cõa b i to¡n n y �÷ñc Kinderlehrer, D. v 

Stampacchia, G. [48] mæ t£ trong cuèn s¡ch �An Introduction to Variational

Inequalities and Their Applications� v  trong c¡c t i li»u [14, 31, 56]. B i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n chùa �üng nhi·u lîp b i to¡n quen thuëc,

ch¯ng h¤n nh÷ lîp b i to¡n tèi ÷u lçi kh£ d÷îi vi ph¥n, b i to¡n �iºm b§t

�ëng Kakutani, b i to¡n bò phi tuy¸n v  mët sè mæ h¼nh kh¡c.

Cho C l  mët tªp cho lçi �âng kh¡c réng cõa mët khæng gian Hilbert

thüc H v  mët ¡nh x¤ F : H → H (th÷íng �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ gi¡), b i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi ¡nh x¤ gi¡ F v  mi·n r ng buëc C, kþ

hi»u V I(C,F ), �÷ñc ph¡t biºu d÷îi d¤ng:

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C.

B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ) l  mët �èi t÷ñng nghi¶n cùu

phê bi¸n trong l¾nh vüc Gi£i t½ch v  Lþ thuy¸t tèi ÷u. Hi»n nay, tçn t¤i hai

h÷îng nghi¶n cùu ch½nh v· b i to¡n n y. Thù nh§t l , nghi¶n cùu �ành t½nh

v· sü tçn t¤i nghi»m v  t½nh ch§t cõa tªp nghi»m cõa b i to¡n. C¡c k¸t qu£

nêi bªt v· h÷îng nghi¶n cùu n y ph£i �÷ñc nh­c �¸n vîi c¡c nhâm nghi¶n
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cùu trong, ngo i n÷îc cõa Yen, N.D v  cëng sü [49, 88], cõa Khanh, P.Q.

v  cëng sü [50, 51], cõa Mordukhovich, B.S. v  cëng sü [63, 64], cõa nhi·u

t¡c gi£ kh¡c trong [65, 54]. Thù hai l , nghi¶n cùu �· xu§t c¡c thuªt to¡n

gi£i v  ùng döng trüc ti¸p vîi c¡c mæ h¼nh cö thº. Mët trong c¡c ph÷ìng

ph¡p thæng döng gi£i b i to¡n n y l  ph÷ìng ph¡p mët ph²p chi¸u trong

[19]. Sì �ç l°p câ d¤ng:x0 ∈ C,

xk+1 = ΠC [x
k − λF (xk)], ∀k ≥ 0.

D÷îi gi£ thi¸t r¬ng, ¡nh x¤ gi¡ F l  β−�ìn �i»u m¤nh v  L−li¶n töc

Lipschitz, λ ∈ (0, 2βL2 ), d¢y {xk} hëi tö m¤nh tîi mët nghi»m duy nh§t x∗

cõa b i to¡n V I(C,F ). Tuy nhi¶n, gi£ thi¸t �ìn �i»u m¤nh cõa ¡nh x¤ gi¡

l  kh¡ ch°t. �º gi£m nhµ gi£ thi¸t n y, trong [52], Korpelevich, G.M. �¢

�· xu§t thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng sau:
x0 ∈ C,

yk = ΠC [x
k − λF (xk)],

xk+1 = ΠC [x
k − λF (yk)], ∀k ≥ 0.

Khi �â, d÷îi gi£ thi¸t ¡nh x¤ gi¡ F �ìn �i»u v  li¶n töc Lipschitz, c¡c d¢y

l°p {xk} v  {yk} hëi tö y¸u tîi mët nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F ). G¦n

�¥y, mët sè thuªt to¡n công �¢ nghi¶n cùu mð rëng vîi ¡nh x¤ gi¡ gi£ �ìn

�i»u khæng c¦n gi£ thi¸t li¶n töc Lipschitz trong [40, 42]. Chó þ r¬ng, ph²p

chi¸u ΠC �÷ñc t½nh to¡n d÷îi d¤ng hiºn, l  kh¡ hi»u qu£ tr¶n m¡y t½nh

vîi mët sè d¤ng quen thuëc cõa mi·n r ng buëc C. Ch¯ng h¤n nh÷, C câ

c§u tróc d¤ng h¼nh hëp, nûa khæng gian, giao cõa hai nûa khæng gian ho°c

h¼nh c¦u. Tuy nhi¶n, khi mi·n C �÷ñc cho d÷îi d¤ng têng qu¡t, vi»c t½nh

to¡n ph²p chi¸u cõa mët �iºm ΠC(x) vîi x ∈ H l  khæng d¹ thüc thi tr¶n

m¡y t½nh. Khi �â, mët sè t¡c gi£ nghi¶n cùu vîi c¡c ph÷ìng ph¡p x§p x¿

ngo i cõa mi·n C l  kh¡ hi»u qu£ trong [22, 34]. B¶n c¤nh �â, vîi ¡nh x¤

gi¡ �ìn �i»u câ r§t nhi·u ph÷ìng ph¡p gi£i kh¡c nh÷ ph÷ìng ph¡p �iºm

g¦n k· [61], nguy¶n lþ b i to¡n phö [24], ph÷ìng ph¡p egordic [20], ph÷ìng

ph¡p �iºm trong [32], ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng qu¡n t½nh [29] v 
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nhi·u ph÷ìng ph¡p thó và kh¡c [23, 53, 66, 71, 78, 89].

Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c réng cõa khæng gian Hilbert

thüc H, I = {1, 2, · · · }, c¡c ¡nh x¤ Si : H → H, (i ∈ I). Trong luªn ¡n n y,

chóng tæi nghi¶n cùu �· xu§t c¡c thuªt to¡n mîi gi£i b i to¡n b§t �¯ng

thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, kþ hi»u l  V IF (Ω, F ), �÷ñc ph¡t

biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ Ω sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (1)

ð �¥y Ω = ∩i∈IFix(Si) v  Fix(Si) = {x ∈ H : x = Si(x)}. Rã r ng, khi

Si l  ¡nh x¤ �çng nh§t, b i to¡n V IF (Ω, F ) �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng b i to¡n

b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n thæng th÷íng V I(C,F ).

Nghi¶n cùu thuªt to¡n �¦u ti¶n gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ) �÷ñc nh­c �¸n

vîi cæng tr¼nh cõa Sibony, M. trong [72], ð �¥y mi·n r ng buëc Ω l  tªp

nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh to¡n tû �ìn �i»u. Khi Ω l  tªp �iºm b§t �ëng

cõa mët ¡nh x¤ khæng gi¢n S : H → H, trong [84], Yamada, I. �¢ �· xu§t

thuªt to¡n �÷íng dèc g­n k¸t vîi d¢y l°p kh¡ �ìn gi£n sau:x0 ∈ H,

xk+1 = S(xk)− λF (S(xk)), ∀k ≥ 0.

D÷îi gi£ thi¸t β-�ìn �i»u m¤nh v  L-li¶n töc Lipschitz cõa ¡nh x¤ gi¡ F ,

v  λ ∈ (0, 2βL2 ), d¢y l°p {xk} hëi tö m¤nh tîi mët nghi»m duy nh§t cõa b i

to¡n V IF (Ω, F ). Mð rëng k¸t qu£ n y cõa Yamada, I. v  Xu, H.K. [82]

�÷a ra thuªt to¡n l°p xoay váng vîi mi·n r ng buëc cõa b i to¡n th nh tªp

�iºm b§t �ëng cõa hå húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n. Trong [45], Iemoto,

S. v  Takahashi, W. nghi¶n cùu mð rëng thuªt to¡n cho mi·n r ng buëc l 

tªp �iºm b§t �ëng cõa d¢y c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n. Mët sè k¸t qu£ nghi¶n

cùu thó và vîi ¡nh x¤ gi¡ �ìn �i»u têng qu¡t v  mi·n r¬ng buëc Ω l  giao

cõa c¡c ¡nh x¤ gi£ co ch°t (ho°c c¡c ¡nh x¤ tüa khæng gi¢n) �÷ñc �· xu§t

bði nhi·u t¡c gi£, ch¯ng h¤n nh÷ ph÷ìng ph¡p x§p x¿ [60], ph÷ìng ph¡p

nîi läng qu¡n t½nh [36], ph÷ìng ph¡p chi¸u d÷îi �¤o h m [6], ph÷ìng ph¡p

co qu¡n t½nh [12] v  mët sè ph÷ìng ph¡p kh¡c [7, 9, 87]

Nh÷ ta �¢ bi¸t, trong [1, Proposition 2.2], mët �iºm x∗ ∈ C l  nghi»m

cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,G) (ð �¥y G : H → H) khi v 
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ch¿ khi nâ l  mët �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ nghi»m S : H → C nh÷ sau:

S(x) = ΠC [x− λG(x)], ∀x ∈ H,

ð �¥y λ > 0. Trong tr÷íng hñp n y, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

tr¶n tªp �iºm b§t �ëng V IF (Ω, F ) vîi Ω = Fix(S), trð th nh b i to¡n

BV I(C,F,G), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m u ∈ Ω sao cho ⟨F (u), x− u⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω,

ð �¥y Ω = {x∗ ∈ C : ⟨G(x∗), y − x∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C}. V· thuªt to¡n gi£i

b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n BV I(C,F,G), �¢ câ mët sè k¸t qu£

thæng döng nh÷ ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng cõa Anh, P.N. v  cëng

sü trong [4, 8], ph÷ìng ph¡p x§p x¿ g­n k¸t cõa Maing², P.E. trong [59],

ph÷ìng ph¡p x§p x¿ d÷îi �¤o h m cõa Vuong, P.T. v  cëng sü trong [80],

v  mët sè ph÷ìng ph¡p kh¡c trong [27, 41, 59, 73, 79, 85, 86].

V· c¡c ùng döng cõa b i to¡n V IF (Ω, F ), ta ph£i nh­c �¸n ùng döng

thó và trong c¡c mæ h¼nh xû lþ £nh [25, 74, 33]. �nh kÿ thuªt sè �÷ñc hiºu

nh÷ mët ma trªn x¸p li¶n ti¸p c¡c �iºm £nh (gåi l  c¡c Pixel), méi cët

l  mët v²c tì trong khæng gian Rn. Tø mët bùc £nh �¢ bà l m mí ho°c

g¥y nhi¹u, ta ph£i t¼m v· bùc £nh gèc ban �¦u nhí v o c¡c thuªt to¡n

t¼m �iºm b§t �ëng [18, 33, 38, 57, 74]. Hi»u qu£ cõa thuªt to¡n phöc hçi

£nh câ thº �¡nh gi¡ kh¡ch quan qua hai ch¿ sè: Sai sè t½n hi»u nhi¹u �¿nh

PSNR trong [76] v  ch¿ sè c§u tróc t÷ìng �÷ìng SSIM trong [67].

B i to¡n V IF (Ω, F ) l  b i to¡n khâ, v¼ mi·n r ng buëc Ω l  giao c¡c

tªp �iºm b§t �ëng cõa hå ¡nh x¤ v  khæng �÷ñc cho d÷îi d¤ng hiºn. Theo

hiºu bi¸t cõa chóng tæi v· c¡c thuªt to¡n hi»n nay cho vi»c gi£i b i to¡n

b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng V IF (Ω, F ), nh¼n chung,

�·u câ mët sè �°c �iºm sau:

- Sü hëi tö cõa c¡c thuªt to¡n �ái häi c¡c gi£ thi¸t �ìn �i»u m¤nh v 

li¶n töc Lipschitz cõa ¡nh x¤ gi¡ F ho°c mët sè gi£ thi¸t �ìn �i»u

ch½nh quy (kh¡ phùc t¤p);

- C¡c thuªt to¡n l°p ch÷a thüc sü hi»u qu£ tr¶n m¡y t½nh, khi mi·n

r ng buëc C phùc t¤p. T¤i méi b÷îc l°p trong mët sè thuªt to¡n, d¢y
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l°p �÷ñc t½nh l  nghi»m cõa mët b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

phö kh¡c. Sü hëi tö cõa thuªt to¡n �ái häi t½nh ch½nh x¡c c¡c nghi»m

t¤i méi b÷îc l°p, tuy nhi¶n, t½nh to¡n thüc t¸ tr¶n m¡y t½nh ch¿ �÷ñc

nghi»m x§p x¿ câ sai sè;

- Thuªt to¡n v  t½nh to¡n ùng döng v o c¡c mæ h¼nh thüc t¸ cán nhi·u

h¤n ch¸.

Vîi c¡c lþ do tr¶n, chóng tæi chån nghi¶n cùu �· t i luªn ¡n �Mët

sè ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t

�ëng�. Vîi möc ti¶u ch½nh l  �· xu§t c¡c thuªt to¡n mîi �º gi£i b i to¡n

V IF (Ω, F ), chóng tæi �¢ nghi¶n cùu mð rëng c¡c ph÷ìng ph¡p trong tèi

÷u v  c¡c kÿ thuªt l°p �iºm b§t �ëng, ch¯ng h¤n nh÷ kÿ thuªt lai gh²p,

kÿ thuªt qu¡n t½nh, kÿ thuªt l°p, kÿ thuªt chi¸u nîi läng, . . . Sü hëi tö

m¤nh v  y¸u cõa c¡c thuªt to¡n �· xu§t �÷ñc chùng minh, c¡c v½ dö câ

t½nh ch§t minh håa v  so s¡nh vîi c¡c k¸t qu£ thæng döng kh¡c �÷ñc lªp

tr¼nh t½nh to¡n tr¶n ph¦n m·m Matlab.

2. Möc ti¶u nghi¶n cùu

Möc ti¶u trong luªn ¡n cõa chóng tæi l  nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n mîi

gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ). Cö thº nh÷ sau:

� Nghi¶n cùu kÿ thuªt lai gh²p co qu¡n t½nh, l  sü k¸t hñp giúa kÿ

thuªt lai gh²p cõa Yamada v  kÿ thuªt qu¡n t½nh, �º gi£i b i to¡n

V IF (Ω, F ), trong tr÷íng hñp ¡nh x¤ gi¡ F l  �ìn �i»u m¤nh v  li¶n

töc Lipschitz, cán hå c¡c ¡nh x¤ {Si}i∈I tho£ m¢n �i·u ki»n (Z).

� Nghi¶n cùu kÿ thuªt x§p x¿ song song qu¡n t½nh �º gi£i b i to¡n b§t

�¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng khi hå c¡c ¡nh x¤ {Si}i∈J ,
J = {1, 2, . . . ,m} l  hå húu h¤n, tho£ m¢n gi£ thi¸t nûa co, cán ¡nh

x¤ gi¡ F l  �ìn �i»u m¤nh v  li¶n töc Lipschitz.

� Nghi¶n cùu ¡nh x¤ nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n v 

�· xu§t thuªt to¡n gi£i cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp
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�iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ nghi»m b¬ng c¡ch sû döng c¡c ph²p chi¸u

v  ph²p chi¸u nîi läng l¶n nûa khæng gian �âng.

� �· xu§t thuªt to¡n chi¸u co gi£i b i to¡n BV I(C,F,G) cho tr÷íng

hñp trong khæng gian Rn.

� Triºn khai t½nh to¡n b¬ng c¡c v½ dö gi£i sè cho c¡c thuªt to¡n, v  ¡p

döng v o mæ h¼nh xû lþ £nh.

�èi t÷ñng nghi¶n cùu:

�èi t÷ñng nghi¶n cùu. Luªn ¡n nghi¶n cùu lîp c¡c b i to¡n b§t �¯ng

thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng trong khæng gian Hilbert thüc H.

Cö thº l : B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi r ng buëc l  tªp �iºm

b§t �ëng cõa c¡c ¡nh x¤ {Si}i∈I , b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi

r ng buëc l  giao cõa tªp �iºm b§t �ëng v  tªp nghi»m cõa b i to¡n b§t

�¯ng thùc bi¸n ph¥n kh¡c.

Ph¤m vi nghi¶n cùu. Luªn ¡n ch¿ nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n gi£i, c£i

ti¸n c¡c ph÷ìng ph¡p x§p x¿ nghi»m cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, trång t¥m l  mð rëng ph÷ìng ph¡p chi¸u, ph÷ìng

ph¡p l°p, ph÷ìng ph¡p lai gh²p. B¶n c¤nh �â, chùng minh sü hëi tö cõa

thuªt to¡n, ph¥n t½ch cho sai sè trong mët sè tr÷íng hñp, ¡p döng thuªt

to¡n v o mæ h¼nh xû lþ £nh,. . .

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

�º �· xu§t thuªt to¡n mîi v  chùng minh sü hëi tö cõa d¢y l°p gi£i

b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, ngo i vi»c sû

döng c¡c kÿ thuªt cì b£n trong gi£i t½ch, Gi£i t½ch lçi, Gi£i t½ch �a trà v 

Gi£i t½ch phi tuy¸n, chóng tæi düa tr¶n c¡c ph÷ìng ph¡p �¢ �÷ñc sû döng

trong b i to¡n tèi ÷u, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n nh÷ ph÷ìng ph¡p

chi¸u, ph÷ìng ph¡p �¤o h m t«ng c÷íng, ph÷ìng ph¡p �iºm g¦n k·, kÿ

thuªt qu¡n t½nh, kÿ thuªt t½nh to¡n song song, kÿ thuªt chi¸u nîi läng,. . .
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5. K¸t qu£ cõa luªn ¡n

Mët sè k¸t qu£ �¢ �¤t �÷ñc cõa luªn ¡n nh÷ sau:

� �· xu§t thuªt to¡n lai gh²p co qu¡n t½nh v  chùng minh sü hëi tö

m¤nh trong khæng gian Hilbert thüc H �º gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ).

� �· xu§t thuªt to¡n x§p x¿ song song qu¡n t½nh v  chùng minh sü hëi

tö m¤nh trong khæng gian Hilbert thüc H �º gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ).

�p döng thuªt to¡n n y v o mæ h¼nh xû lþ £nh.

� �· xu§t thuªt to¡n chi¸u nîi läng v  chùng minh sü hëi tö m¤nh trong

khæng gian Hilbert thüc H �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa mët ¡nh x¤ giao vîi tªp nghi»m cõa b i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n kh¡c.

� �· xu§t thuªt to¡n chi¸u co v  chùng minh sü hëi tö trong khæng gian

Rn �º gi£i b i to¡n BV I(C,F,G).

Nëi dung cõa luªn ¡n �÷ñc vi¸t düa tr¶n k¸t qu£ cõa 4 b i b¡o, trong

�â 3 b i b¡o �÷ñc xu§t b£n tr¶n t¤p ch½ SCIE x¸p h¤ng Q2, 01 b i b¡o

�¢ �÷ñc xu§t b£n tr¶n t¤p ch½ Scopus. C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa luªn ¡n �¢

�÷ñc b¡o c¡o t¤i

� Hëi nghà quèc t¸ �The International Symposium on Applied Science

ISAS2022�. (14 - 16/10/2022 t¤i Tr÷íng �¤i håc B¡ch khoa th nh phè

Hç Ch½ Minh),

� Hëi th£o: �Tèi ÷u v  T½nh to¡n Khoa håc� l¦n thù 21 (20-22/4/2023

t¤i Ba V¼),

� Hëi nghà To¡n håc to n quèc l¦n thù X (8-12/08/2023 t¤i �  N®ng),

� Seminar bë mæn �Gi£i t½ch v  to¡n ùng döng�, Tr÷íng �¤i håc S÷

ph¤m H  Nëi 2,

� Seminar pháng Lab �To¡n Ùng döng v  t½nh to¡n�, Håc vi»n Cæng

ngh» B÷u ch½nh Vi¹n thæng.
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6. C§u tróc luªn ¡n

Ngo i c¡c ph¦n möc löc, danh möc c¡c kþ hi»u v  chú vi¸t t­t, mð

�¦u v  t i li»u tham kh£o, nëi dung ch½nh cõa luªn ¡n �÷ñc chia th nh 3

ch÷ìng nh÷ sau:

� Ch÷ìng 1: B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng.

� Ch÷ìng 2: C¡c kÿ thuªt qu¡n t½nh.

� Ch÷ìng 3: Ph÷ìng ph¡p ¡nh x¤ nghi»m nîi läng.
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Ch÷ìng 1

B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

tr¶n tªp �iºm b§t �ëng

Trong ch÷ìng mð �¦u cõa luªn ¡n, chóng tæi nh­c l¤i mæt sè kh¡i ni»m

công nh÷ ki¸n thùc cì b£n trong gi£i t½ch h m v  gi£i t½ch lçi, l m cì

sð �º nghi¶n cùu ð c¡c ch÷ìng sau. B¶n c¤nh �â, c¡c kh¡i ni»m v· b i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, sü tçn t¤i nghi»m,

c¡c bê �· bê trñ, mæ h¼nh xû lþ £nh v  mët v i ph÷ìng ph¡p th÷íng

g°p �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng

nh÷: Ph÷ìng ph¡p l°p, ph÷ìng ph¡p lai gh²p �÷íng dèc, ph÷ìng ph¡p

chi¸u công �÷ñc chóng tæi tr¼nh b y trong ch÷ìng n y. Nëi dung cõa

Ch÷ìng 1 �÷ñc vi¸t düa tr¶n mët sè k¸t qu£ trong c¡c t i li»u tham kh£o

[1, 2, 16, 21, 28, 30, 31, 53, 59, 82, 83].

1.1 Mët sè ki¸n thùc cì b£n

1.1.1 Ph²p chi¸u v  ¡nh x¤ �ìn �i»u

X²t trong mët khæng gian Hilbert thüc H vîi t½ch væ h÷îng ⟨·, ·⟩ v 

chu©n �÷ñc x¡c �ành bði ∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ vîi måi x ∈ H, mët d¢y {xk} ⊂ H

�÷ñc gåi l  hëi tö m¤nh tîi x0 ∈ H n¸u ∥xk − x0∥ → 0 khi k → +∞.

D¢y {yk} ⊂ H �÷ñc gåi l  hëi tö y¸u tîi y0 ∈ H n¸u ⟨y, yk − y0⟩ → 0 khi

k → +∞, vîi måi y ∈ H. Mët d¢y hëi tö m¤nh th¼ hëi tö y¸u, nh÷ng �i·u

ng÷ñc l¤i khæng �óng. Tuy vªy, theo [15], n¸u d¢y {yk} hëi tö y¸u �¸n y0
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v  câ chu©n ∥yk∥ hëi tö tîi ∥y0∥ th¼ {yk} hëi tö m¤nh �¸n y0.

Bê �· 1.1. [21, Lemma 2.1] Vîi måi x, y ∈ H, ta câ

(i) ∥x− y∥2 = ∥x∥2 − ∥y∥2 − 2 ⟨x− y, y⟩;

(ii) ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2;

(iii) ∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2⟨y, x+ y⟩;

(iv) ∥tx+ (1− t) y∥2 = t∥x∥2+(1− t) ∥y∥2−t (1− t) ∥x− y ∥2 , ∀ t ∈ R.

�ành ngh¾a 1.1. Cho C l  mët tªp con cõa mët khæng gian Hilbert thüc

H. Khi �â, tªp C �÷ñc gåi l 

(i) mët tªp lçi, n¸u C chùa �o¤n th¯ng �i qua hai �iºm b§t ký cõa nâ.

Tùc l , C l  lçi khi v  ch¿ khi ∀ x, y ∈ C, ∀α ∈ [0, 1] ta câ

αx+ (1− α)y ∈ C;

(ii) tªp �âng, n¸u måi d¢y {xk} ⊂ C thäa m¢n xk → x khi k → +∞ ta

�·u câ x ∈ C;

(iii) tªp �âng y¸u, n¸u måi d¢y {xk} ⊂ C thäa m¢n xk ⇀ x khi k → +∞
ta �·u câ x ∈ C;

(iv) tªp compact, n¸u måi d¢y {xk} ⊂ C �·u câ mët d¢y con hëi tö m¤nh

v· mët ph¦n tû thuëc C.

�ành ngh¾a 1.2. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, kh¡c réng cõa mët

khæng gian Hilbert thüc H. Vîi méi ph¦n tû x n¬m trong H, h¼nh chi¸u

cõa x l¶n C, kþ hi»u ΠC(x), l  �iºm thuëc C �÷ñc x¡c �ành d÷îi d¤ng

ΠC(x) = argmin {∥y − x∥ : y ∈ C} .

Mët sè t½nh ch§t cì b£n cõa ph²p chi¸u �÷ñc cho trong c¡c m»nh �·

sau.

M»nh �· 1.1. [16, Section 4.3] Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c

réng cõa H. Khi �â,

(i) h¼nh chi¸u ΠC(x) cõa x tr¶n C luæn tçn t¤i v  duy nh§t;
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(ii) ⟨x− ΠC(x), y − ΠC(x)⟩ ≤ 0, ∀ y ∈ C, x ∈ H;

(iii) ∥ΠC(x)− ΠC(y)∥2 ≤ ⟨ΠC(x)− ΠC(y), x− y⟩ , ∀ x, y ∈ H;

(iv) ∥ΠC(x)− ΠC(y)∥ ≤ ∥x− y∥, ∀ x, y ∈ H;

(v) ∥x− ΠC(x)∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥y − ΠC(x)∥2, ∀ x ∈ H, y ∈ C;

(vi) ∥ΠC(x)−ΠC(y)∥2 ≤ ∥x−y∥2−∥ΠC(x)−x+y−ΠC(y)∥2, ∀ x, y ∈ H;

M»nh �· 1.2. [59, Proposition 4.1] Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v 

kh¡c réng cõa H, y = ΠC(x− r), r ∈ H, x, y ∈ C. Khi �â,

(i) ∥y − x∥ ≤ ∥r∥;

(ii) 5∥r∥2 + ∥x− q∥2 − ∥y − q∥2 ≥ 2⟨x− q, r⟩, ∀ q ∈ C.

�ành ngh¾a 1.3. Cho g : H → R l  h m lçi, nûa li¶n töc d÷îi, ch½nh

th÷íng v  c ∈ R. Mët ¡nh x¤ prox(cg) : H → C:

prox(cg) (x) = argmin

{
cg (y) +

1

2
∥y − x∥2 , y ∈ C

}
, ∀x ∈ H,

�÷ñc gåi l  ¡nh x¤ g¦n k·.

Vîi méi u ∈ C, tªp hñp

NC(u) = {w ∈ H : ⟨w, y − u⟩ ≤ 0, ∀y ∈ C}

�÷ñc gåi l  nân ph¡p tuy¸n ngo i cõa C t¤i u.

Cho h m g : H → R l  h m lçi, ch½nh th÷íng, v²c tì w ∈ H �÷ñc gåi l 

d÷îi �¤o h m cõa g t¤i u n¸u

g(v) ≥ ⟨w, v − u⟩+ g(u), ∀v ∈ C.

Tªp t§t c£ c¡c d÷îi �¤o h m cõa cõa g t¤i u gåi l  d÷îi vi ph¥n cõa g t¤i

u, kþ hi»u l  ∂g(u).

Bê �· 1.2. [17, Theorem 6.39] Vîi måi x, y ∈ C, c > 0, c¡c kh¯ng �ành

sau �¥y l  t÷ìng �÷ìng:

(a) u = prox(cg) (x);

(b) (x− u) ∈ ∂g(u) +NC(u);
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(c) ⟨x− u, y − u⟩ ≤ g(y)− g(u), ∀ y ∈ C.

Bê �· 1.3. [17, Theorem 6.42] Cho g : C −→ R l  h m lçi, nûa li¶n töc

d÷îi. Khi �â, vîi måi x, y ∈ H, z ∈ C, ta câ

(a) (�ìn �i»u m¤nh ng÷ñc)〈
x− y, prox(cg) (x)− prox(cg) (y)

〉
≥

∥∥prox(cg) (x)− prox(cg) (y)
∥∥2;

(b) (khæng gi¢n) ∥∥prox(cg) (x)− prox(cg) (y)
∥∥ ≤ ∥x− y∥ ;

(c) (tüa khæng gi¢n)∥∥prox(cg) (x)− z
∥∥2 ≤ ∥x− z∥2 −

∥∥x− prox(cg) (x)
∥∥2

−2c
[
g
(
prox(cg) (x)

)
− g (z)

]
.

�ành ngh¾a 1.4. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c réng cõa H.

�nh x¤ F : C → H �÷ñc gåi l 

(a) γ-�ìn �i»u m¤nh tr¶n C n¸u

⟨F (x)− F (y), x− y⟩ ≥ γ∥x− y∥2, ∀ x, y ∈ C;

(b) �ìn �i»u tr¶n C n¸u

⟨F (x)− F (y), x− y⟩ ≥ 0, ∀ x, y ∈ C;

(c) �ìn �i»u ch°t tr¶n C n¸u

⟨F (x)− F (y), x− y⟩ > 0, ∀ x, y ∈ C, x ̸= y;

(d) gi£ �ìn �i»u tr¶n C n¸u

⟨F (y), x− y⟩ ≥ 0 ⇒ ⟨F (x), x− y⟩ ≥ 0, ∀x, y ∈ C;

(e) β-�ìn �i»u m¤nh ng÷ñc tr¶n C n¸u

⟨F (x)− F (y), x− y⟩ ≥ β∥F (x)− F (y)∥2, ∀ x, y ∈ C;

(f) para-�ìn �i»u tr¶n C n¸u F �ìn �i»u tr¶n C v 

⟨F (x)− F (y), x− y⟩ = 0 ⇒ F (x) = F (y), ∀ x, y ∈ C;
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(g) para-�ìn �i»u ch°t tr¶n S ⊂ C n¸u F gi£ �ìn �i»u tr¶n C v 

{x ∈ S, y ∈ C, ⟨F (y), x− y⟩ = 0} ⇒ y ∈ S;

(h) L-li¶n töc Lipschitz tr¶n C n¸u

∥F (x)− F (y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.

�ành ngh¾a 1.5. Cho S : H → H l  ¡nh x¤, �iºm x0 ∈ H �÷ñc gåi l 

�iºm b§t �ëng cõa S, n¸u nh÷ S(x0) = x0. Tªp t§t c£ c¡c �iºm b§t �ëng

cõa S kþ hi»u l  Fix(S):

Fix(S) = {x ∈ H : S(x) = x}.

�ành ngh¾a 1.6. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c réng cõa H.

Mët ¡nh x¤ S : C → C �÷ñc gåi l :

(i) ¡nh x¤ co, n¸u tçn t¤i h¬ng sè ξ ∈ [0, 1) tho£ m¢n

∥S(x)− S(y)∥ ≤ ξ∥x− y∥, ∀ x, y ∈ C;

(ii) nûa co vîi h¬ng sè d, vi¸t gån l  d−nûa co, n¸u Fix(S) ̸= ∅ v  d ∈
[0, 1) sao cho b§t �¯ng thùc sau �óng

∥S(x)− x∗∥2 ≤ ∥x− x∗∥2 + d∥x− S(x)∥2, ∀ x ∈ C, x∗ ∈ Fix(S);

(iii) tüa khæng gi¢n, n¸u Fix(S) ̸= ∅ v 

∥S(x)− x∗∥ ≤ ∥x− x∗∥, ∀x ∈ C, x∗ ∈ Fix(S);

(iv) nûa �âng t¤i 0, n¸u vîi méi {xk} ⊂ C, ta câ{
xk ⇀ x̂, ∥S(xk)− xk∥ → 0

}
⇒ S(x̂) = x̂.

�ành ngh¾a 1.7. [13, Page 2] Cho d¢y ¡nh x¤ {Si}i∈I , Ω =
⋂
i∈I

Fix (Si) ̸=

∅, �÷ñc gåi l  thäa m¢n �i·u ki»n (Z), n¸u vîi d¢y {xi} bà ch°n trong H
m 

lim
i→∞

∥xi − Six
i∥ = 0,

th¼ måi �iºm tö y¸u cõa d¢y {xi} �·u thuëc mi·n Ω.
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1.1.2 B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

�ành ngh¾a 1.8. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, kh¡c réng cõa H v  ¡nh

x¤ F : C → H th÷íng �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ gi¡ (trong mët v i tr÷íng hñp,

F �i tø H tîi H). B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, kþ hi»u l  VI(C,F ),

�÷ñc cho d÷îi d¤ng:

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀ x ∈ C. (1.1)

M»nh �· 1.3. [35] �iºm x∗ ∈ C l  mët nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng

thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ) khi v  ch¿ khi

x∗ = ΠC [x∗ − λF (x∗)] ,

trong �â λ l  h¬ng sè d÷ìng b§t ký.

Vi»c gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n li¶n quan tîi vi»c gi£i b i

to¡n �èi ng¨u (kþ hi»u l  DV I(C,F )):

T¼m z∗ ∈ C sao cho ⟨F (z), z − z∗⟩ ≥ 0, ∀ z ∈ C.

Nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F ) n¸u tçn t¤i, công l  nghi»m cõa b i to¡n

DV I(C,F ).

Nhªn x²t 1.1. Cho C l  mët tªp con lçi, compact v  kh¡c réng trong

khæng gian Hilbert thüc H, ¡nh x¤ F : C → H l  ¡nh x¤ li¶n töc. Khi �â,

b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ) câ nghi»m.

Khi mi·n r ng buëc C l  khæng compact, �ành lþ sau cho ta k¸t qu£

kh¡c v· sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n.

�ành lþ 1.1. [46, Lemma 2.1] Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c réng

trong khæng gian Hilbert thüc H, ¡nh x¤ F : H → H l  li¶n töc. Khi �â, b i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ) câ nghi»m khi v  ch¿ khi tçn t¤i sè

thüc R > 0 sao cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C ∩ B(0, R), F )

câ mët nghi»m zR thäa m¢n ∥zR∥ < R.

�ành lþ 1.2. [71, Lemma 2.3] Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c

réng trong khæng gian Hilbert thüc H, ¡nh x¤ F : C → H l  li¶n töc v 

�ìn �i»u tr¶n C. Khi �â, b i to¡n V I(C,F ) câ tªp nghi»m lçi v  �âng.
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Bê �· sau ch¿ ra t½nh duy nh§t nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

�ìn �i»u.

Bê �· 1.4. [84, Proposition 2.7] Cho C l  mët tªp con lçi, �âng v  kh¡c

réng trong khæng gian Hilbert thüc H, ¡nh x¤ F : C → H l  ¡nh x¤ β-�ìn

�i»u m¤nh v  L-li¶n töc Lipschitz. Khi �â, b i to¡n V I(C,F ) câ duy nh§t

nghi»m.

�ành lþ 1.3. [26, Theorem 2.1] Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, bà ch°n

v  kh¡c réng trong khæng gian Hilbert thüc H, ¡nh x¤ F : C → H l  gi£

�ìn �i»u v  li¶n töc tr¶n c¡c khæng gian con húu h¤n chi·u cõa H. Khi �â,

b i to¡n V I(C,F ) câ nghi»m.

1.1.3 B i to¡n �iºm b§t �ëng

Cho S : H → H l  mët ¡nh x¤. Tªp �iºm b§t �ëng cõa S kþ hi»u l 

Fix(S).

�ành lþ 1.4. [69, Theorem 1.3] Cho S : H → H l  mët ¡nh x¤ co. Khi �â

tçn t¤i duy nh§t x0 ∈ H sao cho S(x0) = x0.

�ành lþ 1.5. [43, Proposition 4.14] Cho C l  tªp con �âng, kh¡c réng

trong khæng gian Hilbert thüc H v  ¡nh x¤ S : C → H l  ¡nh x¤ li¶n töc.

Khi �â tªp �iºm b§t �ëng Fix(S) l  tªp �âng.

�ành lþ 1.6. [62, Proposition 2.1] Cho C l  tªp con lçi, �âng, kh¡c réng

trong khæng gian Hilbert thüc H v  ¡nh x¤ S : C → C l  ¡nh x¤ β−nûa

co. Khi �â tªp �iºm b§t �ëng Fix(S) l  tªp lçi, �âng.

1.1.4 Mët sè bê �· cì b£n

Bê �· 1.5. [60, Remark 4.2] Cho S : H → H l  ¡nh x¤ K-nûa co, Fix(S) ̸=
∅ v  α ∈ [0, 1−K]. Khi �â,

∥Sαx− x̄∥2 ≤ ∥x− x̄∥2 − α(1−K− α)∥Sx− x∥2, ∀ x̄ ∈ Fix(S), x ∈ H,

ð �¥y Sα = (1− α)Id+ αS v  Id l  ¡nh x¤ �çng nh§t.
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Bê �· 1.6. [70, Lemma 2.6] Cho {sk} l  d¢y sè thüc khæng ¥m v  {pk}
l  d¢y sè thüc. Cho {αk} l  mët d¢y sè thüc trong kho£ng (0, 1) sao cho∑∞

k=1 αk = ∞. Gi£ sû r¬ng

sk+1 ≤ (1− αk)sk + αkpk, k ∈ N.

N¸u måi d¢y con {ski} cõa {sk} m 

lim inf
i→∞

(ski+1 − ski) ≥ 0,

k²o theo lim sup
i→∞

pki ≤ 0, th¼ khi �â limk→∞ sk = 0.

Cho Q ∈ Rn×n l  ma trªn �èi xùng, A ∈ Rm×n l  mët ma trªn v  c¡c

v²c tì q ∈ Rn, b ∈ Rm. X²t b i to¡n quy ho¤ch to n ph÷ìng:

min

{
f(x) :=

1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩ : x ∈ C

}
, (1.2)

ð �¥y, C = {x ∈ Rn : Ax ≥ b}. Ta gåi x̄ ∈ Rn l  �iºm Karush-Kuhn-Tucker

(vi¸t t­t l  �iºm KKT ) cõa b i to¡n quy ho¤ch to n ph÷ìng (1.2) n¸u v 

ch¿ n¸u tçn t¤i v²c tì λ ∈ Rn sao cho

Qx̄+ q − ⟨A, λ⟩ = 0, Ax̄ ≥ b, λ ≥ 0, ⟨Ax̄− b, λ⟩ = 0.

�°t F (x) = Qx + q, x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ), ta

câ quan h» giúa Sol(C,F ) v  nghi»m cõa b i to¡n (1.2) �÷ñc ch¿ ra thæng

qua ba Bê �· 1.7, 1.8, 1.9 nh÷ sau:

Bê �· 1.7. [37, Page 834] �iºm x̂ ∈ C l  mët �iºm thuëc tªp nghi»m

Sol(C,F ) n¸u v  ch¿ n¸u nâ l  mët �iºm KKT cõa b i to¡n quy ho¤ch

to n ph÷ìng (1.2).

Bê �· 1.8. [58, Theorem 2.3] Cho ρ > 0 v  Sol(C,F ) ̸= ∅. Khi �â, tçn
t¤i hai sè d÷ìng ϵ > 0 v  β > 0 sao cho

d(x, Sol(C,F )) ≤ β

∥∥∥∥x− ΠC

[
x− 1

ρ
(Qx+ q)

]∥∥∥∥ ,
vîi måi x ∈ C v  ∥∥∥∥x− ΠC

[
x− 1

ρ
(Qx+ q)

]∥∥∥∥ ≤ ϵ,

ð �¥y d(x, Sol(C,F )) = min{∥x− y∥ : y ∈ Sol(C,F )}.
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Bê �· 1.9. [58, Lemma 3.1] Cho K1, . . . , Kr l  t§t c£ c¡c th nh ph¦n li¶n

thæng cõa tªp Sol(C,F ) cõa B i to¡n (1.2). Khi �â, ta câ c¡c t½nh ch§t

sau:

(a) Sol(C,F ) = ∪r
i=1Ki;

(b) vîi méi i = 1, 2,. . . , r, tªp Ki l  hñp húu h¤n cõa c¡c tªp lçi �a di»n;

(c) c¡c tªp Ki (i = 1, . . . , r) t¡ch ríi nhau, tùc l , tçn t¤i δ > 0 sao cho

n¸u i ̸= j th¼ d(x,Kj) ≥ δ vîi måi x ∈ Ki;

(d) h m f cho bði (1.2) l  h¬ng sè tr¶n méi tªp Ki.

Bê �· 1.10. [60, Remark 4.4] Cho d¢y sè thüc khæng ¥m {ak}. Gi£ sû vîi

b§t ký sè tü nhi¶n m, tçn t¤i sè tü nhi¶n p sao cho p ≥ m v  ap ≤ ap+1.

Cho k0 l  mët sè tü nhi¶n thäa m¢n ak0 ≤ ak0+1, vîi måi k ≥ k0, ta gåi

τ(k) = max{i ∈ N : k0 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1}.

Khi �â, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1 vîi måi k ≥ k0. Hìn núa, d¢y sè {τ(k)}k≥k0 l 

khæng gi£m v  ti¸n �¸n +∞ khi k → ∞.

Bê �· 1.11. [84, Lemma 3.1] Cho F : H → H l  ζ−�ìn �i»u m¤nh v 

L−Li¶n töc Lipschitz. Khi �â, ¡nh x¤ S = Id−ξF l  δ−co vîi ξ ∈ (0, 2ζ
L2 ),

Id l  ¡nh x¤ �çng nh§t v  δ =
√

1− ξ(2ζ − ξL2). Hìn núa,

∥[x− αηF (x)]− [y − αηF (y)]∥ ≤ (1− αβ)∥x− y∥, ∀x, y ∈ H,

ð �¥y α ∈ (0, 1), η ∈ (0, 2ζ
L2 ), β = 1−

√
1− η(2ζ − ηL2) ∈ (0, 1).

1.2 B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng

1.2.1 Ph¡t biºu b i to¡n v  v½ dö

�ành ngh¾a 1.9. Cho Si : H → H, ∀ i ∈ I l  mët hå c¡c ¡nh x¤ v 

F : H → H l  ¡nh x¤ gi¡. �°t Ω =
⋂
i∈I

Fix (Si). B i to¡n b§t �¯ng thùc

bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, kþ hi»u l  V IF (Ω, F ), tùc l  t¼m x∗ ∈ Ω

sao cho

⟨F (x∗) , x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω.
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V½ dö 1.1. Cho hå ¡nh x¤ Si : R3 → R3, i = 1, 2, . . .,

S1 (x) =
(
x1, sin x2,

1
2x3

)T
,

Si (x) =
(
x1,

1
2x2, sin x3

)T
, ∀ i ≥ 2.

Cho c¡c ma trªn

P =


2 3 0

3 2 1

0 1 3

 , H =


0 − 1 2

1 0 − 2

−2 2 0

 ,

K =


7 0 0

0 2 0

0 0 5

 , b =


−2

5

7

 .

�°t B = PP T + H + K v  gåi F (x) = αx + Bx + b, ∀x ∈ R3, α ∈
R. X²t b i to¡n V IF (Ω, F ) vîi tªp �iºm b§t �ëng Ω =

⋂
i∈I

Fix (Si) ={
(x1, 0, 0)

T : x1 ∈ R
}

v  ¡nh x¤ gi¡ F . Ta t½nh �÷ñc

B =


20 11 5

13 16 3

1 7 15

 .

Theo [11], n¸u α > ∥B∥ , L = ∥αI +B∥ th¼ F l  �ìn �i»u m¤nh vîi h¬ng

sè β = α − ∥B∥ v  L−li¶n töc Lipschitz. Ta câ ∥B∥ = 31, 9762, chån

α = 32, khi �â, β = 0, 0238 v  L = 63, 98. Rã r ng, theo Bê �· 1.4, b i

to¡n V IF (Ω, F ) câ duy nh§t nghi»m.

1.2.2 Mët sè tr÷íng hñp �°c bi»t

a. B i to¡n tèi ÷u lçi. Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, kh¡c réng trong

khæng gian Hilbert thüc H v  hå ¡nh x¤ Si : H → H, ∀i ∈ I, sao cho

C = Ω =
⋂
i∈I

Fix (Si). Cho φ : C → R l  h m lçi, kh£ vi. Ta x²t b i to¡n

tèi ÷u lçi, kþ hi»u l  OP (C,φ), nh÷ sau:

T¼m min{φ(x) : x ∈ C}.

Ta �°t F (x) = ∇φ(x), b i to¡n V IF (Ω, F ) trð th nh b i to¡n t¼m x∗ ∈ C,
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sao cho

⟨∇φ(x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀ x ∈ C.

Gi£ sû x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n tèi ÷u lçi OP (C,φ), ta suy ra

φ(x∗ + t(x− x∗)) ≥ φ(x∗), ∀ t ∈ [0, 1] , ∀ x ∈ C,

tùc l  φ(·) �¤t cüc tiºu t¤i x∗. Vîi måi x ∈ C, ta �°t

ϕ(t) = φ(x∗ + t(x− x∗)), t ∈ [0, 1], rã r ng, �¤o h m cõa ϕ(t) t¤i t = 0:

ϕ
′
(0) ≥ 0, ∀x ∈ C,

hay

⟨∇φ(x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀ x ∈ C.

Nh÷ vªy b i to¡nOP (C,φ) l  mët tr÷íng hñp ri¶ng cõa b i to¡n V IF (Ω, F ).

b. B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. Cho C l  tªp con lçi, �âng, kh¡c réng

cõa khæng gian Hilbert thüc H v  hå ¡nh x¤ Si : H → H, ∀i ∈ I tho£ m¢n

C = Ω =
⋂
i∈I

Fix (Si). Cho F : H → H l  ¡nh x¤ gi¡. B i to¡n V IF (Ω, F )

trð th nh b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ):

T¼m x∗ ∈ C sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀ x ∈ C.

c. B i to¡n �iºm b§t �ëng chung. Cho hå ¡nh x¤ Si : H → H, ∀i ∈ I v 

F : H → H l  ¡nh x¤ gi¡. B i to¡n t¼m �iºm b§t �ëng chung, kþ hi»u l 

(CFP ), �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ Ω =
⋂
i∈I

Fix (Si).

Ta th§y nghi»m x∗ cõa b i to¡n V IF (Ω, F ) n¬m trong tªp Ω, do �â, nâ

ch½nh l  mët nghi»m cõa b i to¡n (CFP ).

1.2.3 Mæ h¼nh xû lþ £nh

a) B i to¡n phöc hçi £nh. Trong £nh kÿ thuªt sè, mët bùc £nh �÷ñc

hiºu l  ma trªn x¸p li¶n ti¸p c¡c �iºm £nh, gåi l  c¡c Pixel, ð �â, chùa

thæng tin v· ba m¦u cì b£n R,G,B. Mët v²c tì cët cõa ma trªn �â, câ thº
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gåi l  v²c tì x ∈ Rn. Gi£ sû x thuëc £nh gèc ch÷a bi¸t v  y ∈ Rm thuëc

bùc £nh bà l m mí v  �¢ bi¸t, tho£ m¢n mæ h¼nh

y = Bx+ ε, (1.3)

ð �¥y, ma trªn B ∈ Rm×n l  to¡n tû l m mí, cán ε l  nhi¹u. B i to¡n phöc

hçi £nh l :

T¼m x̂ ∈ Rn �º x̂ = argmin
x∈Rn

{
∥Bx− y∥2

}
, (1.4)

x̂ l  t½n hi»u £nh g¦n �óng cõa x. Theo Hansen, P.C. v  c¡c cëng sü [38],

ta th÷íng g°p x̂ câ chu©n r§t lîn, nghi»m cõa b i to¡n phöc hçi £nh trð

n¶n væ ngh¾a. �º kiºm so¡t �i·u n y, ta câ h÷îng ti¸p cªn kh¡c �º phöc

hçi £nh [33, 74, 77], �â l  gi£i b i to¡n:

T¼m x̂ = argmin
x∈Rn

{
1

2
∥y −Bx∥22 + λ ∥x∥1

}
, (1.5)

ð �¥y λ l  mët sè thüc khæng ¥m, ∥·∥1 l  chu©n 1 v  chu©n ∥.∥2 l  chu©n

Euclid.

b) V§n �· cüc tiºu lçi. Cho f1 : Rn → R l  h m lçi, kh£ vi v  ∇f1 l 

h m li¶n töc Lipchitz vîi h» sè L. Cho f2 : Rn → R ∪ {∞} l  h m lçi, nûa

li¶n töc d÷îi. X²t b i to¡n t¼m cüc tiºu, kþ hi»u l  (MCP ), nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ argmin {f1 (x) + f2 (x) , x ∈ Rn} . (1.6)

B i to¡n (1.6) l  tr÷íng hñp têng qu¡t cõa b i to¡n phöc hçi £nh (1.5).

M»nh �· 1.4. [25, M»nh �· 3.1] Cho prox(cf2) : H → H l  ¡nh x¤ g¦n k·,

E l  ma trªn �ìn và c§p n v  c ≥ 0 l  h¬ng sè b§t ký. Gi£ sû

x∗ = prox(cf2) (E − c∇f1) (x
∗) , (1.7)

khi �â, x∗ l  nghi»m cõa b i to¡n (1.6).

Nhªn x²t 1.2. Tø M»nh �· 1.4, ta th§y nghi»m cõa b i to¡n (1.6) �÷ñc

t¼m thæng qua b i to¡n �iºm b§t �ëng (1.7). Do �â c¡c thuªt to¡n t¼m �iºm

b§t �ëng, t¼m �iºm b§t �ëng chung, gi£i b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp

�iºm b§t �ëng . . . �·u câ thº ¡p döng v o b i to¡n phöc hçi £nh.

c) Mët sè thuªt to¡n phöc hçi £nh. Trong ph¦n n y, chóng tæi nh­c l¤i

mët v i thuªt to¡n �º gi£i B i to¡n 1.6.
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Thuªt to¡n 1.1. [57, Thuªt to¡n ph¥n chia ti¸n-lòi (FBSA)]

B÷îc 1. Chån x1 ∈ Rn, d¢y tham sè {ck} ≥ 0.

B÷îc 2. T½nh

xk+1 = prox(ckf2) (E − ck∇f1) (xk) , k ≥ 1.

B÷îc 3. �°t k:=k+1, quay l¤i B÷îc 2.

�ành lþ sau ch¿ ra sü hëi tö cõa d¢y l°p {xk} trong Thuªt to¡n (1.1).

�ành lþ 1.7. [57] Vîi �i·u ki»n d¢y tham sè {ck} tho£ m¢n 0 ≤ ck ≤ 2
L, ð

�¥y L l  h» sè Lipschitz trong b i to¡n (1.6), d¢y sè {xk} sinh bði Thuªt

to¡n 1.1 hëi tö �¸n nghi»m x∗ cõa b i to¡n (1.6).

Thuªt to¡n 1.2. [18, Thuªt to¡n co rót nhanh (FISTA)]

B÷îc 1. Chån x1 = y0 ∈ Rn, tham sè t1 = 1.

B÷îc 2. T¤i b÷îc l°p thù k ≥ 1, t½nh
yk = prox 1

Lf2

(
E − 1

L∇f1
)
(xk) ,

tk+1 =
1+
√

1+4t2k
2 , θk =

tk−1
tk+1 ,

xk+1 = yk + θk (yk − yk−1) .

(1.8)

B÷îc 3. �°t k:=k+1, quay l¤i B÷îc 2.

�ành lþ 1.8. [18] D¢y sè {xk} sinh bði Thuªt to¡n 1.2 hëi tö �¸n nghi»m

x∗ cõa b i to¡n (1.6).

1.2.4 Mët v i thuªt to¡n thæng döng gi£i b i to¡n V IF (Ω, F )

Trong thíi gian g¦n �¥y, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp

�iºm b§t �ëng nhªn �÷ñc sü quan t¥m nghi¶n cùu cõa nhi·u t¡c gi£ [45],

[82], [84], [90]. Sau �¥y, chóng tæi �iºm qua mët sè thuªt to¡n gi£i thæng

döng câ li¶n quan �¸n luªn ¡n.

a) Thuªt to¡n lai gh²p �÷íng dèc cõa Yamada

N«m 2001, khi nghi¶n cùu mð rëng gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n

ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, Yamada, I. [84] x²t b i to¡n V IF (Ω, F ) vîi

c¡c gi£ thi¸t nh÷ sau:

(A1) �nh x¤ S : H → H l  ¡nh x¤ khæng gi¢n, �°t Ω = Fix(S) ̸= ∅;
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(A2) F : H → H l  ¡nh x¤ L-li¶n töc Lipschitz, β-�ìn �i»u m¤nh tr¶n H;

(A3) C¡c tham sè µ v  {λk} tho£ m¢n
µ ∈

(
0, 2βL2

)
,

{λk}k≥1 ⊂ (0, 1] , lim
k→∞

λk = 0,∑
k≥1

λk = +∞, lim
k→∞

λk−λk−1

λ2
k+1

= 0.

Thuªt to¡n 1.3. [84, Thuªt to¡n lai gh²p �÷íng dèc (HSDA)]

B÷îc 1. Chån x0 ∈ H b§t ký, c¡c tham sè µ, λk tho£ m¢n (A3).

B÷îc 2. T¤i b÷îc l°p thù k, k = 1, 2, . . . t½nh

xk+1 = S(xk)− [λk+1µF (S(xk)] .

B÷îc 3. �°t k := k + 1, quay l¤i B÷îc 2.

�ành lþ 1.9. [84, Theorem 3.2] Vîi c¡c �i·u ki»n (A1), (A2) v  (A3) �÷ñc

tho£ m¢n, d¢y l°p {xk} t¤o bði Thuªt to¡n 1.3 hëi tö m¤nh v· nghi»m duy

nh§t x∗ cõa b i to¡n V IF (Ω, F ).

b) Thuªt to¡n lai gh²p �ë dèc gi£m d¦n

Ph¡t triºn tø kÿ thuªt cõa Yamada, I. n«m 2003, Xu, H.K. v  cëng sü

[82] �¢ gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ), trong tr÷íng hñp Ω l  giao cõa hå húu

h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n, vîi c¡c gi£ thi¸t nh÷ sau:

(B1) F : H → H l  mët ¡nh x¤ L-li¶n töc Lipschitz v  β-�ìn �i»u m¤nh;

(B2) Si : H → H, i = 1, 2, . . . , N l  hå N ¡nh x¤ khæng gi¢n;

(B3) Tªp �iºm b§t �ëng Ω =
N⋂
i=1

Fix (Si) ̸= ∅.

�°t ¡nh x¤ Sλ
[k] : H → H, sao cho

Sλ
[k]x = S[k]x− λµF (S[k]x), x ∈ H,

ð �¥y, [k] = kmodN , λ ∈ [0, 1], µ > 0.

Thuªt to¡n 1.4. [82, Thuªt to¡n lai gh²p �ë dèc gi£m d¦n]

B÷îc 1. Chån x0 b§t ký thuëc H, c¡c tham sè λk ∈ [0, 1], µ > 0.

B÷îc 2. T¤i b÷îc l°p thù k, k = 1, 2, . . . t½nh

xk+1 = S
λk+1

[k+1]xk = S[k+1]xk − λk+1µF
(
S[k+1]xk

)
, k ⩾ 0. (1.9)

B÷îc 3. �°t k := k + 1, quay l¤i B÷îc 2.
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�ành lþ 1.10. [82, Theorem 3.2] Vîi c¡c gi£ thi¸t (B1), (B2), (B3) v 

d¢y c¡c tham sè λn ∈ [0, 1] thäa m¢n:

i) lim
n→∞

λn = 0;

ii)
∞∑
n=1

λn = ∞;

iii) lim
n→∞

λn

λn+N
= 1 v  lim

n→∞
(λn−λn+N )

λn+N
= 0.

Khi �â vîi µ ∈
(
0, 2βL2

)
th¼ d¢y l°p sinh bði Thuªt to¡n 1.4 s³ hëi tö m¤nh

v· nghi»m duy nh§t x∗ cõa b i to¡n V IF (Ω, F ).

Trong thuªt to¡n n y, Xu, H.K. v  cëng sü �¢ mð rëng gi£i b i to¡n

V IF (Ω, F ) tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa mët hå húu h¤n ¡nh x¤, l  nghi¶n

cùu têng qu¡t hìn cõa Yamada, I., tuy nhi¶n, c¡c b÷îc l°p ph£i t½nh to¡n

xoay váng v  �i·u ki»n �èi vîi h» tham sè t÷ìng �èi phùc t¤p, �â công l 

�iºm h¤n ch¸ cõa thuªt to¡n.

d) Thuªt to¡n lai gh²p �ë dèc gi£m d¦n cho hå væ h¤n ¡nh x¤ khæng

gi¢n

N«m 2008, Iemoto, Sh. v  cëng sü [45] mð rëng nghi¶n cùu b i to¡n

V IF (Ω, F ) tr¶n tªp Ω =
∞⋂
i=1

Fix(Si) cõa hå væ h¤n �¸m �÷ñc c¡c ¡nh x¤

khæng gi¢n vîi c¡c gi£ thi¸t nh÷ sau:

(C1) Hå ¡nh x¤ Si : H → H, i = 1, 2, . . ., l  c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n.

(C2) �nh x¤ F : H → H l  α-�ìn �i»u m¤nh ng÷ñc v  L-li¶n töc Lipschitz.

(C3) D¢y c¡c tham sè tho£ m¢n:

0 < a ≤ γi ≤ b < 1, a, b ∈ (0, 1) , ∀i ∈ N,

{λk} ∈ (0, 1) ,
∞∑
k=1

λk = ∞,

lim
k→∞

λk = 0,

ρ ∈
(
0, 2αL2

)
.



24

�ành ngh¾a ¡nh x¤ Wk nh÷ sau:

Uk,k+1 = I,

Uk,k = γkSkUk,k+1 + (1− γk) I,

Uk,k−1 = γk−1Sk−1Uk,k + (1− γk−1) I,

...

Uk,2 = γ2S2Uk,3 + (1− γ2) I,

Wk = Uk,1 = γ1S1Uk,2 + (1− γ1) I.

Thuªt to¡n 1.5. [45, Thuªt to¡n lai gh²p �ë dèc gi£m d¦n]

B÷îc 1. Chån x1 ∈ H b§t ký, c¡c tham sè tho£ m¢n (C3).

B÷îc 2. T½nh xk+1 = (I − λnρF )Wkxk.

B÷îc 3. �°t k := k + 1, quay l¤i B÷îc 2.

�ành lþ 1.11. [45, Theorem 3.1] D÷îi c¡c gi£ thi¸t (C1), (C2) v  (C3),

d¢y l°p trong Thuªt to¡n 1.5 hëi tö m¤nh v· nghi»m duy nh§t x∗ cõa b i

to¡n V IF (Ω, F ).

×u �iºm trong thuªt to¡n tr¶n l  mð rëng gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc

bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa væ h¤n ¡nh x¤, tuy nhi¶n, �iºm h¤n

ch¸ l  vi»c t½nh to¡n Wk l  r§t phùc t¤p, c¡c b÷îc l°p ch÷a thº t½nh to¡n

song song.

K¸t luªn Ch÷ìng 1

Ch÷ìng 1 nh­c l¤i c¡c kh¡i ni»m, k¸t qu£ c¦n thi¸t trong Gi£i t½ch h m,

Lþ thuy¸t tèi ÷u trong mët khæng gian Hilbert thüc H nh÷: Ph²p chi¸u,

¡nh x¤ �ìn �i»u,. . . Ti¸p sau �â, b i b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, b i to¡n

�iºm b§t �ëng, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng

V IF (Ω, F ), c¡c �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m v  mët sè thuªt to¡n thæng döng

�÷ñc tr¼nh b y trong ch÷ìng n y.
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Ch÷ìng 2

C¡c kÿ thuªt qu¡n t½nh

Khi nghi¶n cùu mð rëng b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n V I(C,F ),

Yamada, I. [84] �¢ thay th¸ mi·n r ng buëc C b¬ng tªp �iºm b§t �ëng cõa

mët ¡nh x¤, nghi»m cõa b i to¡n �÷ñc t¼m thæng qua thuªt to¡n lai gh²p

�÷íng dèc (HSDA). Tø ph÷ìng ph¡p n y, chóng tæi �· xu§t thuªt to¡n

(HICA) gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng

V IF (Ω, F ), thuªt to¡n l  sü k¸t hñp giúa kÿ thuªt qu¡n t½nh v  ph÷ìng

ph¡p lai gh²p. K¸t qu£ hëi tö m¤nh �÷ñc chùng minh trong mët khæng

gian Hilbert thüc H. Thuªt to¡n (PIPA) l  sü k¸t hñp giúa kÿ thuªt t½nh

to¡n song song vîi kÿ thuªt qu¡n t½nh �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n

ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng V IF (Ω, F ), ð �¥y Ω l  giao c¡c tªp �iºm

b§t �ëng cõa c¡c ¡nh x¤ nûa co Ω =
⋂

i∈J FixSi, J = {1, 2, . . . ,m}. Ph¦n
cuèi ch¿ ra c¡c t½nh to¡n minh ho¤, c¡c ùng döng trong mæ h¼nh xû lþ £nh

v  c¡c so s¡nh vîi mët v i thuªt to¡n thæng döng.

Nëi dung ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n hai b i b¡o [CT1] v  [CT3]

(Danh möc cæng tr¼nh câ li¶n quan �¸n luªn ¡n).

2.1 Kÿ thuªt lai gh²p co qu¡n t½nh

2.1.1 Thuªt to¡n (HICA)

Cho F : H → H l  ¡nh x¤ gi¡ v  hå ¡nh x¤ Si : H → H, ∀i ∈ I thäa

m¢n c¡c gi£ thi¸t sau:

(A1) �nh x¤ F l  β-�ìn �i»u m¤nh v  L-li¶n töc Lipschitz;
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(A2) Vîi méi i ∈ I, Si l  ξi-nûa co, thäa m¢n �i·u ki»n (Z) v 

Ω :=
⋂
i∈I

Fix(Si) ̸= ∅;

(A3) Vîi måi k ≥ 0, c¡c tham sè d÷ìng βk, γk, τk, λk v  µk thäa m¢n

0 < c1 ≤ βk ≤ c2 < 1, µk ≤ η,

αk ∈ (0, 1− ξk], infk αk > 0,

0 < γk < 1, lim
k→∞

γk = 0,
∑∞

k=1 γk = ∞,

lim
k→∞

τk
γk

= 0, λk ∈
(

β
L2 ,

2β
L2

)
, a ∈ (0, 1),√

1− 2λkβ + λ2
kL

2 < 1− a.

(2.1)

Thuªt to¡n 2.1. Thuªt to¡n lai gh²p co qu¡n t½nh (HICA)

Khði �¦u: Cho x0, x1 ∈ H b§t ký. T¤i b÷îc l°p thù k, k = 1, 2, . . ..

B÷îc 1. T½nh h» sè qu¡n t½nh

θk =

 min

{
µk,

τk
∥xk − xk−1∥

}
n¸u ∥xk − xk−1∥ ̸= 0,

µk tr÷íng hñp cán l¤i,
(2.2)

B÷îc 2. T½nh 

wk = xk + θk(x
k − xk−1),

S̄kw
k = (1− αk)w

k + αkSkw
k,

zk = (1− γk)S̄kw
k + γk

[
wk − λkF (wk)

]
,

S̄kz
k = (1− αk)z

k + αkSkz
k,

xk+1 = (1− βk)S̄kw
k + βkS̄kz

k.

(2.3)

B÷îc 3. �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

2.1.2 �ành lþ hëi tö

�ành lþ 2.1. Gi£ sû r¬ng c¡c gi£ thi¸t (A1), (A2) v  (A3) �÷ñc thäa m¢n.

Khi �â, d¢y l°p {xk} cho bði Thuªt to¡n 2.1 hëi tö m¤nh tîi nghi»m duy

nh§t x∗ cõa b i to¡n V IF (Ω, F ).
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Chùng minh. Tø gi£ thi¸t F l  β-�ìn �i»u m¤nh v  L-li¶n töc Lipschitz

tr¶n H, vîi méi λk > 0, ta câ:

∥[wk−λkF (wk)]− [x∗ − λkF (x∗)]∥2

=∥wk − x∗∥2 − 2λk⟨F (wk)− F (x∗), wk − x∗⟩

+ λ2
k∥F (wk)− F (x∗)∥2

≤∥wk − x∗∥2 − 2λkβ∥wk − x∗∥2 + λ2
kL

2∥wk − x∗∥2

=(1− 2λkβ + λ2
kL

2)∥wk − x∗∥2. (2.4)

Tø gi£ thi¸t F l  �ìn �i»u m¤nh v  Ω ̸= ∅, n¶n theo Bê �· 1.4, b i to¡n

V IF (Ω, F ) câ duy nh§t nghi»m x∗ ∈ Ω, hiºn nhi¶n, x∗ ∈ Fix(Sk), k¸t hñp

Bê �· 1.5, ta câ

∥S̄kw
k − x∗∥2 ≤ ∥wk − x∗∥2

− αk(1− ξk − αk)∥Skw
k − wk∥2

≤ ∥wk − x∗∥2, (2.5)

k¸t hñp vîi (2.3) v  (2.4), ta �÷ñc

∥zk − x∗∥ =
∥∥(1− γk)S̄kw

k + γk
[
wk − λkF (wk)

]
− x∗

∥∥
≤γk

∥∥[wk − λkF (wk)]− x∗
∥∥+ (1− γk)∥S̄kw

k − x∗∥

≤γk
∥∥[wk − λkF (wk)]− [x∗ − λkF (x∗)]

∥∥
+ γkλk ∥F (x∗)∥+ (1− γk)∥S̄kw

k − x∗∥

≤γk

√
1− 2λkβ + λ2

kL
2∥wk − x∗∥

+ γkλk ∥F (x∗)∥+ (1− γk)∥wk − x∗∥

=[1− γk(1− δk)]∥wk − x∗∥+ γkλk∥F (x∗)∥, (2.6)

ð �¥y, δk :=
√
1− 2λkβ + λ2

kL
2 ∈ (0, 1− a).

B¬ng c¡ch t÷ìng tü (2.5), ta câ:

∥S̄kz
k − x∗∥2 ≤ ∥zk − x∗∥2

− αk(1− ξk − αk)∥Skz
k − zk∥2

≤ ∥zk − x∗∥2.
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K¸t hñp �i·u n y vîi (2.6) v  (2.1), ta �÷ñc:

∥xk+1 − x∗∥ = ∥(1− βk)S̄kw
k + βkS̄kz

k − x∗∥

≤ (1− βk)∥S̄kw
k − x∗∥+ βk∥S̄kz

k − x∗∥

≤ (1− βk)∥wk − x∗∥+ βk∥zk − x∗∥

≤ [1− βkγk(1− δk)]∥wk − x∗∥+ βkγkλk∥F (x∗)∥

≤ [1− βkγk(1− δk)]
(
∥xk − x∗∥+ θk∥xk − xk−1∥

)
+ βkγk

2β∥F (x∗)∥
L2

≤ [1− βkγk(1− δk)]∥xk − x∗∥

+ βkγk

(
θk

βkγk
∥xk − xk−1∥+ 2β∥F (x∗)∥

L2

)
≤ [1− βkγk(1− δk)]∥xk − x∗∥

+ βkγk(1− δk)

(
θk

aβkγk
∥xk − xk−1∥+ 2β∥F (x∗)∥

aL2

)
.

Tø B÷îc 1 v  �i·u ki»n (2.1), ta suy ra

0 ≤ θk
βkγk

∥xk − xk−1∥ ≤ τk
c1γk

→ 0 khi k → ∞,

suy ra M := supk

{
θk

aβkγk
∥xk − xk−1∥+ 2β∥F (x∗)∥

aL2

}
< +∞. Khi �â, ta câ

∥xk+1 − x∗∥ ≤ [1− βkγk(1− δk)]∥xk − x∗∥+ βkγk(1− δk)M

≤ max
{
∥xk − x∗∥,M

}
.

Theo quy n¤p, suy ra

∥xk − x∗∥ ≤ max
{
∥x1 − x∗∥,M

}
, ∀k ≥ 1.

V¼ vªy, d¢y {xk} bà ch°n. Tø (2.3), ta �÷ñc

∥wk − xk∥ = θk∥xk − xk−1∥ < +∞.

Sû döng (2.6), ta công câ c¡c d¢y {zk} v  {wk} còng bà ch°n. Tø (2.4) v 

b§t �¯ng thùc sau

∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2⟨y, x+ y⟩, ∀x, y ∈ H,
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ta câ

2∥zk − x∗∥2

=
∥∥(1− γk)(S̄kw

k − x∗) + γk[w
k − λkF (wk)− (x∗ − λkF (x∗))]− γkλkF (x∗)

∥∥2
≤∥(1− γk)(S̄kw

k − x∗) + γk[w
k − λkF (wk)− (x∗ − λkF (x∗))]∥2

− 2γkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩

≤(1− γk)∥S̄kw
k − x∗∥2 + γk∥wk − λkF (wk)− (x∗ − λkF (x∗))∥2

− 2γkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩

≤(1− γk)∥wk − x∗∥2 + γkδ
2
k∥wk − x∗∥2 − 2γkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩

≤
[
1− γk(1− δ2k)

]
∥wk − x∗∥2 − 2γkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩. (2.7)

Tø wk = xk + θk(x
k − xk−1), ta bi¸n �êi

∥wk − x∗∥2 = ∥xk − x∗∥2 + θ2k∥xk − xk−1∥2 + 2θk⟨xk − x∗, xk − xk−1⟩

≤ ∥xk − x∗∥2 + θ2k∥xk − xk−1∥2 + 2θk∥xk − x∗∥∥xk − xk−1∥.
(2.8)

Tø Bê �· 1.5 vîi x∗ ∈ Fix(Sk), (2.7), (2.8) v  xk+1 = (1−βk)S̄kw
k+βkS̄kz

k,

ta thu �÷ñc

∥xk+1 − x∗∥2 =∥(1− βk)(S̄kw
k − x∗) + βk(S̄kz

k − x∗)∥2

=(1− βk)∥S̄kw
k − x∗∥2 + βk∥S̄kz

k − x∗∥2

− βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2

≤(1− βk)∥wk − x∗∥2 + βk∥zk − x∗∥2

− βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2

≤(1− βk)∥wk − x∗∥2 + βk[1− γk(1− δ2k)]∥wk − x∗∥2

− 2βkγkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩ − βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2

=[1− βkγk(1− δ2k)]∥wk − x∗∥2 − 2βkγkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩

− βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2

≤[1− βkγk(1− δ2k)]∥xk − x∗∥2 + θ2k∥xk − xk−1∥2

+ 2θk∥xk − x∗∥∥xk − xk−1∥

− 2βkγkλk⟨F (x∗), zk − x∗⟩ − βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2

≤[1− βkγk(1− δ2k)]∥xk − x∗∥2 − βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2
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+ βkγk(1− δ2k)σk,

ð �¥y

σk :=
1

1− δ2k

{
θ2k

βkγk
∥xk − xk−1∥2 + 2θk

βkγk
∥xk − x∗∥∥xk − xk−1∥

− 2λk⟨F (x∗), zk − x∗⟩
}

≤ 1

a(2− a)

{
− 2λk⟨F (x∗), zk − x∗⟩+

(
θk
c1γk

∥xk − xk−1∥
)
θk∥xk − xk−1∥

+ 2∥xk − x∗∥
(

θk
c1γk

∥xk − xk−1∥
)}

.

Tø {xk} bà ch°n, ta câ supk σk < +∞, suy ra

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ [1− βkγk(1− δ2k)]∥xk − x∗∥2

− βk(1− βk)∥S̄kw
k − S̄kz

k∥2 + βkγk(1− δ2k)σk. (2.9)

B¥y gií ¡p döng Bê �· 1.6 cho d¢y sk := ∥xk−x∗∥2, αk := βkγk(1−δ2k) ∈
(0, 1) v  pk := σk, theo b§t �¯ng thùc (2.9), ta câ

sk+1 ≤ (1− αk)sk + αkpk.

Gi£ sû r¬ng {ski} l  mët d¢y con b§t ký cõa d¢y {sk} thäa m¢n

lim inf
i→∞

(ski+1 − ski) ≥ 0.

Khi �â, sû döng �i·u ki»n (2.1) v  (2.9), ta câ

0 ≤ c1(1− c2) lim sup
i→∞

∥∥S̄kiw
ki − S̄kiz

ki
∥∥2

≤ lim sup
i→∞

βki (1− βki)
∥∥S̄kiw

ki − S̄kiz
ki
∥∥2

≤ lim sup
i→∞

[
ski − ski+1 + βkiγki(1− δ2ki)σki

]
= lim sup

i→∞
(ski − ski+1)

= − lim inf
i→∞

(ski+1 − ski)

≤ 0,

do �â,

lim
i→∞

∥∥S̄kiw
ki − S̄kiz

ki
∥∥ = 0. (2.10)
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Tø (2.3), ta suy ra

∥zk − S̄kw
k∥ = γk∥wk − λkF (wk)− S̄kw

k∥,

v  ta câ ∥∥zki − S̄kiw
ki
∥∥ = γki

∥∥wki − λkiF (wki)− S̄kiw
ki
∥∥ .

Tø lim
k→∞

γk = 0, ta câ

lim
i→∞

∥∥zki − S̄kiw
ki
∥∥ = 0. (2.11)

Tø S̄kiz
ki = (1− αki)z

ki + αkiSkiz
ki, (2.10) v  (2.11), ta câ

αki∥zki − Skiz
ki∥ =

∥∥zki − S̄kiz
ki
∥∥

≤
∥∥zki − S̄kiw

ki
∥∥+

∥∥S̄kiw
ki − S̄kiz

ki
∥∥

→0, khi i → ∞. (2.12)

Tø (2.12), gi£ thi¸t infk αk > 0 d¨n �¸n∥∥zki − Skiz
ki
∥∥ → 0, khi i → ∞. (2.13)

B¥y gií ta ch¿ ra lim sup
i→∞

pki ≤ 0. Tø �i·u ki»n (2.1), ta câ

pk =σk

≤ 1

a(2− a)

{
− 2λk⟨F (x∗), zk − x∗⟩+

(
θk
c1γk

∥xk − xk−1∥
)
θk∥xk − xk−1∥

+ 2∥xk − x∗∥
(

θk
c1γk

∥xk − xk−1∥
)}

≤ 1

a(2− a)

{
− 2λk⟨F (x∗), zk − x∗⟩+ τk

γk

(
µk∥xk − xk−1∥

c1
+

2∥xk − x∗∥
c1

)}
.

Tø λk ∈ ( β
L2 ,

2β
L2 ), t½nh bà ch°n cõa d¢y {xk} v  {µk}, ta suy ra n¸u

lim sup
i→∞

⟨F (x∗), x∗ − zki⟩ ≤ 0,

th¼

lim sup
i→∞

pki ≤ 0.

Tø {zk} bà ch°n, khæng m§t t½nh têng qu¡t, ta gi£ sû tçn t¤i mët d¢y con

{z̄ki} cõa d¢y sè {zki} sao cho z̄ki ⇀ x̄ v 

lim sup
i→∞

⟨F (x∗), x∗ − zki⟩ = lim
i→∞

⟨F (x∗), x∗ − z̄ki⟩.
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Sû döng (2.13) v  tø �i·u ki»n (Z) cõa d¢y c¡c ¡nh x¤ {Si}i∈I , suy ra

x̄ ∈ Ω, do �â,

lim sup
i→∞

⟨F (x∗), x∗ − zki⟩ = ⟨F (x∗), x∗ − x̄⟩ ≤ 0.

Theo Bê �· 1.6, ta k¸t luªn xk → x∗ khi k → ∞. �i·u ph£i chùng minh.

2.1.3 C¡c v½ dö t½nh to¡n

B¥y gií, chóng tæi tr¼nh b y mët sè v½ dö t½nh to¡n tr¶n m¡y t½nh �º

minh håa cho sü hëi tö cõa thuªt to¡n (HICA) v  so s¡nh vîi hai thuªt

to¡n: Thuªt to¡n chi¸u song song (PPA) [9] v  thuªt to¡n lai gh²p �÷íng

dèc (HSDA) [83].

V½ dö 2.1. Cho H = l2, hå c¡c ¡nh x¤ Si : H → H, i ∈ I = {1, 2, ...} v 

F : H → H �÷ñc cho nh÷ sau,

l2 :=

{
x = (x1, x2, ...)

⊤ :
∞∑
i=1

x2i < +∞

}
,

F (x) := (2x1, x2, 2x3, ..., 2x2i−1, x2i, ...)
⊤ ∈ H,

S1x := x,

Six := {y ∈ H : y2j = x2j, x2j−1 = 0, ∀j ≥ 2} , ∀ i ≥ 2.

Khi �â, vîi méi k ∈ I, Sk l  0-nûa co, F l  1-�ìn �i»u m¤nh v  2-li¶n töc

Lipschitz. D¹ th§y, tªp �iºm b§t �ëng chung cõa hå c¡c ¡nh x¤ Sk nh÷

sau:

Ω =
⋂
k∈I

Fix(Sk)

=
{
x = (x1, x2, ..., x2i−1, x2i, ...)

⊤ ∈ H : x2i−1 = 0, ∀i ≥ 1
}
. (2.14)

Chån µk = 1, βk = 1
2 , γk = τk = 1

k+1 , λk = 3
10 , αk = 1

2 ∈ (0, 1 − ξk] vîi

ξk = 0, v  do �â
√
1− 2λkβ + λ2

kL
2 =

√
19
5 ∈ (0, 1). Chån b§t ký d¢y

{xk := (xk1, x
k
2, ...)

⊤} sao cho lim
k→∞

∥Skx
k − xk∥ = 0, ta câ

0 = lim
k→∞

∥Skx
k − xk∥

= lim
k→∞

∥(xk1, 0, xk3, 0, ..., xk2i−1, 0, ...)
⊤∥
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= lim
k→∞

√
(xk1)

2 + (xk3)
2 + ...+ (xk2i−1)

2 + ... .

Tø �i·u n y, d¢y {xk} hëi tö m¤nh �¸n mët �iºm tr¶n Ω, do �â, hå ¡nh

x¤ {Si}i∈I thäa m¢n �i·u ki»n (Z). V¼ vªy, c¡c gi£ thi¸t (A1), (A2), (A3)

v  �i·u ki»n (Z) thäa m¢n. Chån x0, x1 ∈ H, tø thuªt to¡n (HICA), vîi

méi k ≥ 1, ta câ:

θk =min

{
1,

1

(k + 1)∥xk − xk−1∥

}
n¸u ∥xk − xk−1∥ = 0, ng÷ñc l¤i θk = 0,

wk =xk + θk(x
k − xk−1),

z1 =(1− γ1)S̄1w
1 + γ1[w

1 − λ1A(w
1)]

=(1− γ1)S̄1w
1 + γ1[w

1 − λ1A(w
1)]

=
1

2
S̄1w

1 +
1

2

[
w1 − 1

2
A(w1)

]
=

(
7

10
w1

1,
17

20
w1

2, ...,
7

10
w1
2i−1,

17

20
w1

2i, ...

)⊤
,

zk =(1− γk)S̄kw
k + γk[w

k − λkA(w
k)]

=
k

k + 1

(
1

2
wk

1 , w
k
2 ,
1

2
wk
3 , w

k
4 , ...

)⊤

+
1

k + 1

[
wk − 3

10

(
2wk

1 , w
k
2 , 2w

k
3 , w

k
4 , ...

)⊤]
=

(
4− k

10(k + 1)
wk
1 ,

7

10
wk

2 , ...,
4− k

10(k + 1)
wk

2i−1,
7

10
wk
2i, ...

)⊤
, ∀k ≥ 2,

v 

x2 =(1− β1)S̄1w
1 + β1S̄1z

1

=
1

2
z1 +

1

2
S̄1z

1,

xk+1 =(1− βk)S̄kw
k + βkS̄kz

k

=
1

2
zk +

1

2
S̄kz

k

=

(
4− k

20(k + 1)
wk
1 ,

7

10
wk

2 , ...,
4− k

20(k + 1)
wk

2i−1,
7

10
wk
2i, ...

)⊤
, ∀k ≥ 2.

V½ dö 2.2. Ta chån H = R5, Hå c¡c ¡nh x¤ Si : R5 → R5(i = 1, 2 . . .)
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�÷ñc cho nh÷ sau: vîi méi x = (x1, x2, ..., x5)
⊤ ∈ R5,

S1x =

(
x1, sinx2,

1

3
x3, x4, sin

3 x5

)⊤
,

Skx =

(
x1,

1

2
x2, sinx3, sin

2 x4,
1

4
x5

)⊤
, ∀k ≥ 2.

�nh x¤ gi¡ F : R5 → R5 �÷ñc cho nh÷ sau F (x) = sx+Qx+ q, ð �¥y P l 

ma trªn cï 5×5, H l  ma trªn �èi xùng cï 5×5, K l  ma trªn �÷íng ch²o

cï 5×5, Q = PP⊤+H+K sû döng trong [5, 11] v  ∥Q∥ < s ∈ R, q ∈ Rn.

Khi �â, d¹ th§y A l  ¡nh x¤ �ìn �i»u m¤nh vîi h¬ng sè β := s− ∥Q∥ v 

li¶n töc Lipschitz vîi h¬ng sè L := ∥sE + Q∥ trong �â E l  ma trªn �ìn

và, hå ¡nh x¤ Sk(k ≥ 1) l  0−nûa co. Tªp �iºm b§t �ëng chung cõa hå c¡c

¡nh x¤ {Sk} �÷ñc t½nh to¡n nh÷ sau:

Ω = {(x1, 0, 0, 0, 0)⊤ : x1 ∈ R}.

Gi£ sû r¬ng d¢y {xk} ⊂ R5 thäa m¢n lim
k→∞

∥Sk(x
k)− xk∥ = 0. Khi �â,

0 = lim
k→∞

∥Sk(x
k)−xk∥ = lim

k→∞

∥∥∥∥∥
(
0,

1

2
xk2, x

k
3 − sin xk3, x

k
4 − sin2 xk4,

3

4
xk5

)⊤
∥∥∥∥∥ = 0,

v  do �â lim
k→∞

xki = 0 vîi måi i = 2, 3, 4, 5. V¼ vªy, hå c¡c ¡nh x¤ {Si}(i=1,2...)

tho£ m¢n �i·u ki»n (Z).

Thû nghi»m 1. C¡c ma trªn P,H,K v  v²c tì q �÷ñc chån ng¨u nhi¶n

nh÷ sau:

P =



2 3 0 4 1

3 2 1 0 2

0 1 3 1 2

4 1 3 1 0

1 0 1 −1 3


, H =



0 1 2 1 4

1 3 2 0 2

2 −2 1 1 −3

3 0 −1 1 0

5 −2 3 0 2


,

K =



7 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 5 0 0

0 0 0 15 0

0 0 0 0 12


, q =



−2

5

7

10

2


.



35

Cho s = 80, khi �â, chóng ta câ ∥Q∥ ≃ 78.2072, F l  β-�ìn �i»u m¤nh

v  L-li¶n töc Lipschitz, ð �¥y β = s− ∥Q∥ ≃ 80− 78.2072 = 1.7928, L =

∥sE +Q∥ ≃ 158.1860. Vîi méi k ≥ 1, chån c¡c tham sè nh÷ sau:

µk = 10, γk =
1

k + 3
, τk =

1

k2 + 1
, αk = 0.1 +

1

k + 10
,

λk = 0.0001 ∈ (6.8644e− 05, 1.3729e− 04) =

(
β

L2
,
2β

L2

)
, βk = 0.5 +

1

2k + 9
.

D¢y c¡c tham sè tho£ m¢n �i·u ki»n (2.1) v  k¸t qu£ t½nh to¡n sè cõa

thuªt to¡n (HICA) trong H¼nh 2.1 v  B£ng 2.1. Nh÷ th÷íng l», ta gåi sai

sè l  ϵ-nghi»m, n¸u nh÷ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ϵ. B£ng 2.1 tr¼nh b y k¸t qu£ gi£i

H¼nh 2.1: Thuªt to¡n 2.1 vîi x0 = (1, 2, 3, 4, 5)⊤, x1 = (0, 1,−1, 2, 3)⊤, sai sè ϵ = 10−3.

sè cõa thuªt to¡n (HICA) vîi 10 tham sè kh¡c nhau.

B£ng 2.2 tr¼nh b y k¸t qu£ gi£i sè cõa thuªt to¡n (HICA) vîi c¡c �iºm

xu§t ph¡t kh¡c nhau.

Thû nghi»m 2. So s¡nh thuªt to¡n (HICA) vîi thuªt to¡n (PPA) v 

thuªt to¡n (HSDA). �i·u ki»n døng cõa c¡c thuªt to¡n l  ∥xk+1−xk∥ ≤ ϵ.

Chån ng¨u nhi¶n x0 = (1, 2, 3, 4, 5)⊤, x1 = (0, 0, 0, 0, 0)⊤. T§t c£ c¡c ma

trªn P,H, v  K �÷ñc chån ng¨u nhi¶n. C¡c k¸t qu£ so s¡nh �÷ñc tr¼nh
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Case µk γk τk αk λk βk No. Iter. CPU times

1 10 1
k+3

1
k2+1 0.10 + 1

k+10 0.00010 0.5 + 1
2k+9 109 0.0012

2 15 1
2k+3

1
k2+10 0.15 + 1

k+10 0.00012 0.5 + 1
2k+7 112 0.0625

3 25 1
3k+10

1
k2+10 0.15 + 1

k+10 0.00012 0.5 + 1
2k+7 120 0.0313

4 25 1
3k+10

1
2k2+10 0.15 + 1

3k+10 0.00012 0.5 + 1
2k+7 121 0.0469

5 25 1
3k+10

1
2k2+10 0.16 + 1

k+1 0.00010 0.7 + 1
5k+2 116 0.0156

6 2 1
10k+1

1
2k2+10 0.16 + 1

k+1 0.00010 0.7 + 1
5k+2 92 0.0469

7 20 1
10k+1

1
2k2+10 0.16 + 1

k+1 0.00019 0.7 + 1
5k+2 111 0.0156

8 50 1
10k+1

1
2k2+10 0.10 + 1

k+100 0.00019 0.7 + 1
5k+2 156 0.0313

9 70 1
k+1

1
k2+10 0.10 + 1

k+100 0.00019 0.7 + 1
5k+2 206 0.0469

10 100 1
k+10

1
2k2+15 0.17 + 1

k+16 0.00014 0.3 + 1
5k+1 294 0.0156

B£ng 2.1: Thuªt to¡n 2.1 vîi c¡c tham sè kh¡c nhau v  sai sè ϵ = 10−3.

Case Start. point x0 Start. point x1 No. Iter. CPU times

1 (1, 2, 3, 4, 5)⊤ (0, 1,−1, 2, 3)⊤ 17 0.6875

2 (−1, 2,−3, 4,−5)⊤ (0,−1, 1,−2,−3)⊤ 111 0.0156

3 (0, 2, 0, 4, 0)⊤ (1, 1, 1, 1, 1)⊤ 102 0.0469

4 (2, 4, 6, 8, 10)⊤ (3, 5, 7, 9, 11)⊤ 90 0.0469

5 (1, 2, 0.5, 3, 0)⊤ (1, 2, 0.5, 3, 0)⊤ 67 0.0313

6 (1.2, 2.2, 3.3, 4.4, 5.5)⊤ (−2.1, 3.2,−4.3, 5.4,−6.5)⊤ 125 0.0469

7 (1, 2, 0.5, 3, 0)⊤ (−10, 2,−3, 4,−5)⊤ 324 0.0156

8 (10, 20, 30, 40, 50)⊤ (−10, 2,−3, 4,−5)⊤ 604 0.0156

9 (10, 20, 30, 40, 50)⊤ (0, 0, 0, 0, 0)⊤ 318 0.0469

10 (1.5, 2.7, 0.1, 5.3, 1.9)⊤ (−1,−2,−5,−7, 9)⊤ 118 0.0313

B£ng 2.2: Thuªt to¡n 2.1 vîi c¡c �iºm xu§t ph¡t kh¡c nhau, v  sai sè ϵ = 10−3.
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Iter. CPU times

Case HICA PPA HSDA HICA PPA HSDA

1 110 24 509 0.0469 0.0156 0.0781

2 111 937 541 0.0337 0.1250 0.0625

3 114 40 520 0.0483 0.0156 0.0625

4 108 30 516 0.0469 0.0313 0.0313

5 117 281 509 0.0905 0.0938 0.0156

6 96 44 500 0.0532 0.0441 0.0313

7 120 30 516 0.0716 0.0074 0.0156

8 114 159 507 0.0550 0.0663 0.0156

9 101 81 502 0.0712 0.0860 0.0469

10 119 28 522 0.0622 0.0052 0.0156

B£ng 2.3: K¸t qu£ so s¡nh cho thû nghi»m 2 vîi sai sè ϵ = 10−3.

b y trong B£ng 2.3 vîi q = (3, 7, 9, 10,−17)⊤. Dú li»u cho c¡c thuªt to¡n

�÷ñc chån nh÷ sau:

(1) (HICA): µk = 15, γk =
1

2k+1 , τk =
1

k2+5 , αk = 0.5+ 1
k+10 , λk = 0.00012, βk =

0.7 + 1
2k+100 ;

(2) (PPA): f(x, y) = ⟨F (x), y − x⟩ ∀x, y ∈ R5, αk,i = 0.01 + 1
2k+19 (i =

1, 2), ϵk = 0, γk =
1

9k+15 ;

(3) (HSDA): µ = 0.1, λk =
1

2k+1 vîi måi k ∈ N.

T§t c£ c¡c thû nghi»m t½nh to¡n �÷ñc lªp tr¼nh trong MATLAB R2016a,

ch¤y tr¶n m¡y t½nh PC vîi chip Intel® Core� i7-7800X CPU @ 3.50 GHz

32 GB Ram. Tø k¸t qu£ t½nh to¡n thuªt to¡n chi¸u co qu¡n t½nh thuªt

to¡n (HICA), thuªt to¡n chi¸u song song (PPA) v  thuªt to¡n lai gh²p

dèc nh§t (HSDA) tr¼nh b y trong c¡c b£ng sè, ta câ nhªn x²t sau:

(i) Sü hëi tö cõa thuªt to¡n (PPA) l  r§t nh¤y vîi d¢y c¡c tham sè {µk},
{γk}, {τk}, {λk} v  {βk}.

(ii) Thû nghi»m trong R5, thíi gian t½nh to¡n v  sè b÷îc l°p cõa thuªt

to¡n (HICA) nhä hìn hai thuªt to¡n (PPA) v  (HSDA).
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2.2 Kÿ thuªt x§p x¿ song song qu¡n t½nh

2.2.1 Thuªt to¡n (PIPA)

Cho x0, x1 ∈ H v  c¡c tham sè thäa m¢n �i·u ki»n sau

a ∈ (0, 1), {λk} ⊂ [a, â] ⊂
(
0,

2β

L2

)
,√

1− 2λkβ + λ2
kL

2 < 1− a,

ζk ∈ (0, 1),
∞∑
k=1

ζk = ∞, lim
k→∞

ζk = 0,

0 ≤ τk ≤ ζ2k , µk > 0,

γk,i ∈ (b, b̂) ⊂ (0, 1−max{βi : i ∈ J}).

(2.15)

B÷îc 1: T½nh :

wk = xk + αk(x
k − xk−1), (2.16)

vîi

αk =

 min

{
τk

∥xk − xk−1∥
, µk

}
n¸u ∥xk − xk−1∥ ̸= 0,

µk tr÷íng hñp cán l¤i.
(2.17)

B÷îc 2: T½nh uki = (1− γk,i)w
k + γk,iSiw

k.

�°t tk = uki0, ð �¥y i0 ∈ argmax
{∥∥uki − wk

∥∥ , i ∈ J
}
.

B÷îc 3: T½nh

xk+1 = (1− ςk) t
k + ςk

[
tk − λkF

(
tk
)]

. �°t k = k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

2.2.2 �ành lþ hëi tö

�ành lþ 2.2. Cho F : H → H l  ¡nh x¤ β-�ìn �i»u m¤nh v  L-li¶n töc

Lipschitz v  hå Si : H → H l  c¡c ¡nh x¤ βi−nûa co v  nûa �âng t¤i 0

vîi måi i ∈ J . D÷îi �i·u ki»n (2.15) v  Ω ̸= ∅, d¢y {xk} hëi tö m¤nh v·

nghi»m duy nh§t x∗ cõa b i to¡n V IF (Ω, F ).

Chùng minh: Tø gi£ thi¸t F l  β-�ìn �i»u m¤nh v  L-li¶n töc Lipschitz,

ta câ
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∥∥tk − λkF
(
tk
)
− [x∗ − λkF (x∗)]

∥∥2 = ∥∥tk − x∗
∥∥2 + λ2

k

∥∥F (
tk
)
− F (x∗)

∥∥2
− 2λk

〈
F
(
tk
)
− F (x∗) , tk − x∗

〉
≤

(
1− 2λkβ + λ2

kL
2
) ∥∥tk − x∗

∥∥2.
Do �â ∥∥tk − λkF

(
tk
)
− [x∗ − λkF (x∗)]

∥∥ ≤ δk
∥∥tk − x∗

∥∥ , (2.18)

trong �â δk =
√
1− 2λkβ + λ2

kL
2. Tø (2.16) v  (2.17), vîi måi x ∈ H ta

câ ∥∥wk − x
∥∥ =

∥∥xk + αk

(
xk − xk−1

)
− x

∥∥
≤

∥∥xk − x
∥∥+

∥∥αk

(
xk − xk−1

)∥∥
≤

∥∥xk − x
∥∥+ τk.

(2.19)

Tø B÷îc 2 v  Bê �· 1.5, vîi méi x ∈ Ω,

∥∥tk − x
∥∥2 = ∥∥uki0 − x

∥∥2
=

∥∥(1− γk,i0)w
k + γk,i0Si0w

k − x
∥∥2

≤
∥∥wk − x

∥∥2 − γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)
∥∥Si0w

k − wk
∥∥2. (2.20)

K¸t hñp B÷îc 3 v  (2.18), (2.19), (2.20) ta câ∥∥xk+1 − x∗
∥∥ =

∥∥(1− ςk) t
k + ςk

[
tk − λkF

(
tk
)]

− x∗
∥∥

≤ (1− ςk)
∥∥tk − x∗

∥∥+ ςk
∥∥[tk − λkF

(
tk
)]

− x∗
∥∥

≤ (1− ςk)
∥∥tk − x∗

∥∥+ ςk
∥∥[tk − λkF

(
tk
)]

− [x∗ − λkF (x∗)]
∥∥

+ςkλk ∥F (x∗)∥
≤ [1− ςk (1− δk)]

∥∥tk − x∗
∥∥+ ςkλk ∥F (x∗)∥

≤ [1− ςk (1− δk)]
√
∥wk − x∗∥2 − γk,i0 (1− γk,i0 − βi0) ∥Si0w

k − wk∥2

+ςkλk ∥F (x∗)∥
≤ [1− ςk (1− δk)]

∥∥xk − x∗
∥∥+ ςkλk ∥F (x∗)∥

≤ [1− ςk (1− δk)]
(∥∥xk − x∗

∥∥+ τk
)
+ ςkλk ∥F (x∗)∥

= [1− ςk (1− δk)]
∥∥xk − x∗

∥∥+ τk [1− ςk (1− δk)] + ςkλk ∥F (x∗)∥ .

Sû döng �i·u ki»n a ∈ (0, 1) , δk :=
√
1− 2λkβ + λ2

kL
2 < 1− a cõa (2.15)

ta �÷ñc
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∥∥xk+1 − x∗
∥∥ ≤ [1− ςk (1− δk)]

∥∥xk − x∗
∥∥+ τk [1− ςk (1− δk)] + ςkλk ∥F (x∗)∥

≤ (1− aςk)
∥∥xk − x∗

∥∥+ τk (1− aςk) + ςkλk ∥F (x∗)∥
≤ (1− aςk)

∥∥xk − x∗
∥∥+ ςk [1− aςk + λk ∥F (x∗)∥]

≤ (1− aςk)
∥∥xk − x∗

∥∥+ aςk
1−aςk+λk∥F (x∗)∥

a

≤ (1− aςk)
∥∥xk − x∗

∥∥+ aςkM

≤ max
{∥∥xk − x∗

∥∥ ,M}
≤ ...

≤ max
{∥∥x0 − x∗

∥∥ ,M}
,

vîiM = sup
{

1−aςk+λk∥F (x∗)∥
a : k = 1, 2, ...

}
< +∞ �÷ñc suy ra tø �i·u ki»n

(2.15). V¼ vªy d¢y
{
xk
}
bà ch°n. Tø �i·u ki»n lim

k→∞
τk = 0, (2.19) v  (2.20)

ta suy ra c¡c d¢y
{
wk

}
,
{
tk
}
�·u bà ch°n. �p döng b§t �¯ng thùc

∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2 ⟨y, x+ y⟩ ∀x, y ∈ H,

vîi x :=
[
tk − λkF

(
tk
)]

− [x∗ − λkF (x∗)] v  y = λkF (x∗), ta thu �÷ñc∥∥xk+1 − x∗
∥∥2 = ∥∥(1− ςk)

(
tk − x∗

)
+ ςk

[
tk − λkF

(
tk
)
− x∗

]∥∥2
≤ (1− ςk)

∥∥tk − x∗
∥∥2 + ςk

∥∥tk − λkF
(
tk
)
− x∗

∥∥2
= (1− ςk)

∥∥tk − x∗
∥∥2

+ςk
∥∥[tk − λkF

(
tk
)
− (x∗ − λkF (x∗))

]
− λkF (x∗)

∥∥2
≤ (1− ςk)

∥∥tk − x∗
∥∥2 + ςk

∥∥[tk − λkF
(
tk
)
− (x∗ − λkF (x∗))

]∥∥2
−2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
≤

[
1− ςk

(
1− δ2k

)] ∥∥tk − x∗
∥∥2 − 2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
.

(2.21)
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K¸t hñp (2.19), (2.20) v  (2.21) ta �÷ñc∥∥xk+1 − x∗
∥∥2 ≤ [

1− ςk
(
1− δ2k

)] ∥∥tk − x∗
∥∥2 − 2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
≤

[
1− ςk

(
1− δ2k

)] ∥∥wk − x
∥∥2 − γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)

∥∥Si0w
k − wk

∥∥2
−2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
≤

[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] [(∥∥xk − x∗

∥∥+ αk ∥xk − xk−1∥
)2

−γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)
∥∥Si0w

k − wk
∥∥2]− 2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
≤

[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] [(∥∥xk − x∗

∥∥+ τk
)2

−γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)
∥∥Si0w

k − wk
∥∥2]− 2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
≤

[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] [(∥∥xk − x∗

∥∥+ ς2k
)2

−γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)
∥∥Si0w

k − wk
∥∥2]− 2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
=

[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] [(∥∥xk − x∗

∥∥2 + 2ς2k
∥∥xk − x∗

∥∥+ ς4k

)
−γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)

∥∥Si0w
k − wk

∥∥2]− 2ςkλk

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
≤

[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] ∥∥xk − x∗

∥∥2 + ςk
(
2λkβ − λ2

kL
2
)
Γk

−γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)
[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] ∥∥Si0w

k − wk
∥∥2,

(2.22)

trong �â

Γk :=
ςk
[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] (

2
∥∥xk − x∗

∥∥2 + ς2k

)
λk (2β − λkL

2)
−
2
〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
2β − λkL

2
.

Tø d¢y
{
xk
}
bà ch°n v  �i·u ki»n (2.15), ta câ

Γ = sup {Γk : k = 1, 2, ...} < +∞.

Do �â:∥∥xk+1 − x∗
∥∥2 ≤

[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] ∥∥xk − x∗

∥∥2 + ςk
(
2λkβ − λ2

kL
2
)
Γ

−γk,i0 (1− γk,i0 − βi0)
[
1− ςk

(
2λkβ − λ2

kL
2
)] ∥∥Si0w

k − wk
∥∥2

(2.23)

�°t ak =
∥∥xk − x∗

∥∥2. Ta xem x²t hai tr÷íng hñp sau:

Tr÷íng hñp 1: Tçn t¤i sè k0 sao cho ak+1 < ak vîi måi k ≥ k0. Khi �â

lim
k→∞

ak = A < +∞. Chuyºn qua giîi h¤n biºu thùc (2.23) khi k → ∞, sû

döng lim
k→∞

ςk = 0 v  �i·u ki»n (2.15) ta thu �÷ñc lim
k→∞

∥∥Si0w
k − wk

∥∥ = 0.
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Tø �i·u ki»n γk,i ∈
(
b, b̂

)
⊂ (0, 1−min {βi : i ∈ J}) vîi måi k ∈ N, i ∈ J ,

ta câ

0 ≤ b
∥∥wk − Siw

k
∥∥ ≤ γk,i

∥∥wk − Siw
k
∥∥ ≤ b̂

∥∥wk − Si0w
k
∥∥ → 0,

suy ra lim
k→∞

∥∥wk − Siw
k
∥∥ = 0 vîi måi i ∈ J . Chån d¢y

{
xkj

}
l  d¢y con

cõa
{
xk
}
sao cho

lim inf
k→∞

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
= lim

j→∞

〈
F (x∗) , xkj+1 − x∗

〉
.

V¼ d¢y
{
xkj+1

}
bà ch°n n¶n tçn t¤i mët d¢y con

{
xkjh

}
sao cho

{
xkjh+1

}
⇀

x khi h → ∞. Tø Si l  nûa �âng t¤i 0 vîi måi i ∈ J , ta thu �÷ñc

x ∈
⋂

i∈I Fix (Si). �i·u n y d¨n �¸n:

lim inf
k→∞

〈
F (x∗) , xk+1 − x∗

〉
= lim

h→∞

〈
F (x∗) , xkjh+1 − x∗

〉
= ⟨F (x∗) , x− x∗⟩ ≥ 0,

hay x⋆ l  nghi»m cõa b i to¡n V I(F,Ω). Tø �i·u ki»n (2.15) v  (2.22) ta

câ:

lim sup
k→∞

Γk ≤ 0.

K¸t hñp vîi bê �· 1.4, ta câ xk → x∗ khi k → ∞.

Tr÷íng hñp 2: Khæng tçn t¤i sè k1 sao cho ak+1 < ak vîi måi k ≥ k1. Do

�â, vîi måi sè tü nhi¶n m, tçn t¤i sè p > m �º ap ≤ ap+1. Tø bê �· 1.10,

Maing² sû döng d¢y con
{
aτ(k)

}
cõa {ak} nh÷ sau:

τ (k) = max {i ∈ N : k0 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1} ,∀k ≥ k0.

Khi �â, ta câ

τ (k) ↗ +∞, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1, aτ(k) ≤ aτ(k)+1 , ∀k ≥ k0. (2.24)

Do
{
aτ(k)

}
l  d¢y t«ng v  bà ch°n, n¶n tçn t¤i giîi h¤n lim

k→∞
aτ(k) = M <

+∞. Tø t½nh ch§t bà ch°n cõa
{
xτ(k)

}
, tçn t¤i d¢y con hëi tö y¸u �¸n x.
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Khæng m§t t½nh têng qu¡t ta gi£ sû xτ(k) ⇀ x. Tø (2.23) v  (2.24) ta câ

aτ(k) ≤ aτ(k)+1

=
∥∥xτ(k)+1 − x∗

∥∥2
≤

[
1− ςτ(k)

(
2λτ(k)β − λ2

τ(k)L
2
)]

aτ(k) + ςτ(k)

(
2λτ(k)β − λ2

τ(k)L
2
)
Γ

−γτ(k),i0
(
1− γτ(k),i0 − βi0

) [
1− ςτ(k)

(
2λτ(k)β − λ2

τ(k)L
2
)]

×
∥∥Si0w

τ(k) − wτ(k)
∥∥2.

Cho k → ∞ v  sû döng lim
k→∞

aτ(k) = M , ta �÷ñc

lim
k→∞

∥∥∥Si0w
τ(k) − wτ(k)

∥∥∥ = 0,

do �â

lim
k→∞

∥∥∥Siw
τ(k) − wτ(k)

∥∥∥ = 0,∀i ∈ I.

V¼ Si l  nûa �âng n¶n x ∈ Ω. T÷ìng tü tr÷íng hñp 1, ta công câ

lim sup
k→∞

Γτ(k) ≤ 0. (2.25)

Tø (2.22) ta câ

aτ(k) ≤ aτ(k)+1

=
∥∥xτ(k)+1 − x∗

∥∥2
≤

[
1− ςτ(k)

(
2λτ(k)β − λ2

τ(k)L
2
)]

aτ(k) + ςτ(k)

(
2λτ(k)β − λ2

τ(k)L
2
)
Γτ(k).

Do �â: 0 ≤ aτ(k) ≤ Γτ(k), ∀k ≥ k0, k¸t hñp vîi (2.25), ta �÷ñc

lim sup
k→∞

aτ(k) = 0,

v  suy ra lim
k→∞

aτ(k)+1 = 0. Tø (2.24), ak → 0 khi k → ∞, ta câ �i·u ph£i

chùng minh.

2.2.3 �p döng v o mæ h¼nh phöc hçi £nh

X²t b i to¡n cüc tiºu lçi (1.6), �º phöc hçi c¡c bùc £nh trong khæng

gian Euclidean H = Rs, vîi hai h m b§t ký f1 v  f2 thäa m¢n c¡c �i·u

ki»n sau:

� H m f1 : Rs −→ R l  h m lçi kh£ vi sao cho �¤o h m ∇f1 l  L−li¶n

töc Lipschitz, tùc l 

∥∇f1 (x)−∇f1 (y) ∥ ≤ L∥x− y∥ vîi måi x, y ∈ Rs;
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� H m f2 : Rs −→ R l  h m lçi, nûa li¶n töc d÷îi;

� Tªp nghi»m cõa b i to¡n (1.6) l  tªp kh¡c réng.

Cho ϵi ∈
(
0, 2

L

)
v  ¡nh x¤ Si : Rs −→ Rs �÷ñc x¡c �ành bði

Si (x) = proxϵif2 (E − ϵi∇f1) (x)

vîi måi x ∈ Rs, i ∈ J . Khi �â, Si l  ¡nh x¤ khæng gi¢n. Do �â Si l  ¡nh

x¤ 0−nûa co tr¶n Rs, �çng thíi theo [68, Lemma 2], Si khæng gi¢n công l 

nûa �âng t¤i 0. M°t kh¡c, chån F l  ¡nh x¤ β−�ìn �i»u m¤nh v  L−li¶n

töc Lipschitz. �p döng thuªt to¡n (PIPA) cho tr÷íng hñp n y, thuªt to¡n

gi£i b i to¡n (1.6) câ d¤ng:

Thuªt to¡n 2.2. Chån �iºm khði �¦u l  x0, x1 b§t ký trong Rs.

B÷îc 1: T½nh

wk = xk + αk(x
k − xk−1),

vîi

αk =

 min

{
τk

∥xk − xk−1∥
, µk

}
n¸u ∥xk − xk−1∥ ̸= 0,

µk tr÷íng hñp cán l¤i.
(2.26)

B÷îc 2: T½nh

uki = (1− γk,i)w
k + proxϵif2 (E − ϵi∇f1)

(
wk

)
.

�°t tk = uki0, trong �â i0 ∈ argmax
{∥∥uki − wk

∥∥ : i ∈ J
}
,

B÷îc 3: T½nh

xk+1 = (1− ςk) t
k + ςk

[
tk − λkF

(
tk
)]

.

�°t k = k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

�ành lþ 2.3. Cho F : Rs → Rs l  ¡nh x¤ β− �ìn �i»u m¤nh v  L−li¶n

töc Lipschitz. D÷îi gi£ thi¸t (2.15) v  ϵi ∈
(
0, 2

L

)
vîi måi i ∈ J , d¢y

{
xk
}

t¤o bði Thuªt to¡n (2.2) hëi tö v· nghi»m x⋆ cõa B i to¡n (1.6).

Chån c¡c h m sè

f1 (x) :=
1

2
∥Bx− y∥22, f2 (x) = λ∥x∥1,
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khi �â, ∇f1 (x) = BT (Bx− y) v  h» sè Lipschitz cõa ∇f1(x) l  L = ∥B∥2.
C¡c thuªt to¡n �÷ñc lªp tr¼nh tr¶n Matlab R2016a vîi bë xû lþ PC Intel(R)

Core(TM) i9-9900 CPU @4.00GHz 32.0BG Ram. Ta dòng Matlab �º t½nh

to¡n proxϵif2 (I − ϵi∇f1)
(
wk

)
qua ch÷ìng tr¼nh con fmincon trong Tool-

box. Nh÷ th÷íng l», �i·u ki»n døng cõa c¡c thuªt to¡n l 
∥∥xk+1 − xk

∥∥ ≤ ϵ.

Thû nghi»m 1: �p döng thuªt to¡n (PIPA) cho mæ h¼nh phöc hçi

£nh, �¡nh gi¡ sai sè qua hai ch¿ sè PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio),

�ìn và l  decibel (dB) v  ch¿ sè SSIM (Structual Similarity Index Metric).

�¥y l  hai ch¿ sè th÷íng �÷ñc dòng �º �¡nh gi¡ ch§t l÷ñng cõa c¡c bùc £nh

�÷ñc phöc hçi [76, 67]. C¡c tham sè αk, τk, µk, γk,i v  ςk �÷ñc chån kh¡c

nhau cho méi thû nghi»m. C¡c bùc £nh �÷ñc l m mí bði kiºu Gaussian,

vîi ma trªn B := fspecial(′gaussian′, [256 256], 4). Cho F (x) := 0.7x,

ϵ1 = 0.1, ϵ2 = 0.3 v  ϵ3 = 0.7. Khi �â, ta câ β = L = 0.7.

K¸t qu£ t½nh to¡n �÷ñc tr¼nh b y trong H¼nh 2.3 v  b£ng t½nh to¡n sau:

Case µk τk γk,i ςk λk PSNR SSIM CPU time/s

1 k
100k+1

1015

k2
1

50k
1

10k+1 0.01 28.1825 0.9016 3677.0425

2 0.01 1015

k2
1

50k
1

10k+1 0.01 31.3307 0.9615 3402.5581

3 k
100k+1

1015

k2
1

50k
1

10k+1 10−3 28.9304 0.9083 3677.7022

4 0.8 1015

k+12
1

100k
1

10k+1 0.01 26.9910 0.7048 3633.9307

5 k
10k+300

1015

2k+12
1

100k
1

10k+1 10−3 32.3016 0.9204 3509.5591

B£ng 1: K¸t qu£ phöc ch¸ £nh b¬ng thuªt to¡n (PIPA) t÷ìng ùng vîi c¡c

h» sè kh¡c nhau v  sai sè l  ϵ = 10−2.

Thû nghi»m 2: So s¡nh thuªt to¡n (PIPA) vîi ba thuªt to¡n phöc

ch¸ £nh thæng döng l  (FBSA) [57], (FISTA) [55] v  (FV FA) [47] (Fast

Viscosity Forward-Backward Algorithm), �¡nh gi¡ b¬ng hai ch¿ sè PSNR

v  SSIM .

Tr÷îc h¸t, l m mí bùc £nh (H¼nh 2.4) kiºu Gaussian vîi

B := fspecial(′gaussian′, [288 288], 13)
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H¼nh 2.2: Mët bùc £nh bà l m mí kiºu Gaussian

H¼nh 2.3: K¸t qu£ phöc hçi bùc £nh 256 × 256 b¬ng thuªt to¡n PIPA

cho bùc £nh gèc cï 288 × 288 vîi �ë l»ch chu©n σ = 13. Tham sè trong

c¡c thuªt to¡n �÷ñc chån nh÷ sau:

(i) Trong thuªt to¡n (FBSA): λk :=
1

50k+1 vîi måi k = 1, 2, ...;

(ii) Trong thuªt to¡n (FISTA): y0 = x0, t0 = 1, 5;

(iii) Trong thuªt to¡n (FV FA): τk = 1015

k2 , µk =
k

100k+1 , γk =
1

50(k+1) ,

βk =
0.99k
k+1 .

H¼nh 2.4: �nh gèc

Thû nghi»m 3: So s¡nh thuªt to¡n (PIPA) vîi ba thuªt to¡n (FBFA),

(FISTA), (FV FA) �º phöc hçi bùc £nh Original trong H¼nh 2.6 �¢ �÷ñc

l m mí kiºu Motion vîi B = fspecial(′motion′, len, θ) vîi �ë rëng chuyºn
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H¼nh 2.5: �nh so s¡nh c¡c thuªt to¡n

�ëng l  20 pixels (len = 20) v  gâc chuyºn �ëng l  45o (θ = 45). K¸t qu£

�÷ñc mæ t£ trong c¡c h¼nh £nh cõa H¼nh 2.7.

H¼nh 2.6: �nh gèc

H¼nh 2.7: �nh so s¡nh c¡c thuªt to¡n

K¸t luªn ch÷ìng 2

Ch÷ìng n y �¢ tr¼nh b y mët sè k¸t qu£ ch½nh nh÷ sau:

� X¥y düng v  chùng minh sü hëi tö cõa c¡c d¢y l°p cõa thuªt to¡n lai

gh²p co qu¡n t½nh (HICA), �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa c¡c ¡nh x¤ nûa co trong mët khæng gian

Hilbert thüc H. Thuªt to¡n �÷ñc vi¸t düa tr¶n kÿ thuªt qu¡n t½nh v 

kÿ thuªt lai gh²p. B¬ng c¡ch chån tham sè th½ch hñp, chóng tæi �¢ ch¿
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ra sü hëi tö m¤nh cõa thuªt to¡n (HICA) v· nghi»m duy nh§t cõa

b i to¡n V IF (Ω, F ).

� �· xu§t thuªt to¡n mîi (PIPA) gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ), ð �¥y mi·n

r ng buëc Ω l  tªp �iºm b§t �ëng cõa m ¡nh x¤ nûa co. B¬ng c¡ch k¸t

hñp giúa kÿ thuªt t½nh to¡n song song v  kÿ thuªt qu¡n t½nh, chóng

tæi ch¿ ra r¬ng c¡c d¢y l°p cõa thuªt to¡n hëi tö m¤nh v· mët nghi»m

cõa b i to¡n V IF (Ω, F ).

� Ùng döng thuªt to¡n (PIPA) v o mæ h¼nh phöc hçi £nh. C¡c k¸t

qu£ t½nh to¡n v· phöc hçi £nh �÷ñc so s¡nh t½nh to¡n hi»u qu£ vîi

c¡c thuªt to¡n thæng döng kh¡c nh÷ (FBSA), (FISTA) v  (FV FA).

C¡c k¸t qu£ t½nh to¡n �÷ñc �o b¬ng ch¿ sè PSNR v  SSIM cho th§y

sü hi»u qu£ cõa thuªt to¡n (PIPA) vîi c¡c bë tham sè �¢ �÷ñc chån.
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Ch÷ìng 3

Ph÷ìng ph¡p ¡nh x¤ nghi»m nîi

läng

Khi nghi¶n cùu ¡nh x¤ nghi»m cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n,

chóng tæi ph¡t triºn düa tr¶n mët sè k¸t qu£ v· t½nh khæng gi¢n cõa

Yamada, I. �¢ ch¿ ra trong t i li»u [84], chóng tæi �· xu§t c¡c k¸t qu£

mîi v· t½nh ch§t tüa khæng gi¢n cõa c¡c ¡nh x¤ nghi»m nîi läng. �nh x¤

nghi»m l  mët sü mð rëng cõa ph²p chi¸u tr¶n tªp C th nh ph²p chi¸u

tr¶n mët nûa khæng gian. Khi �â, chóng tæi x¥y düng �÷ñc thuªt to¡n

chi¸u nîi läng (RLPA) �º gi£i cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, ð

�¥y, mi·n r ng buëc l  giao cõa tªp �iºm b§t �ëng v  tªp nghi»m cõa b i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n kh¡c. K¸t qu£ n y �¢ �÷ñc cæng bè trong

[CT4] (Danh möc c¡c cæng tr¼nh li¶n quan �¸n luªn ¡n). Hìn núa, chóng

tæi �· xu§t thuªt to¡n chi¸u co (PCA) �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc

bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ nghi»m BV I(C,F,G) trong

Rn. C¡c k¸t qu£ n y �÷ñc cæng bè trong [CT2]. Ùng döng cõa thuªt to¡n

(RLPA) v  (PCA) vîi c¡c t½nh to¡n minh ho¤ v  so s¡nh vîi c¡c thuªt

to¡n kh¡c �÷ñc ch¿ ra tr¶n ph¦n m·m Matlab.
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3.1 Ph÷ìng ph¡p chi¸u nîi läng

3.1.1 Thuªt to¡n (RLPA)

B¬ng sü k¸t hñp giúa ph²p chi¸u thæng th÷íng v  ph²p chi¸u nîi läng

l¶n nûa khæng gian, chóng tæi x¥y düng thuªt to¡n (RLPA) �º gi£i b i

to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, �÷ñc ph¡t biºu nh÷

sau:

Cho C l  mët tªp con lçi, �âng, kh¡c réng cõa mët khæng gian Hilbert

thüc H v  cho c¡c ¡nh x¤ F : H → H, G : H → H v  Ξ : H → H.

T¼m u ∈ Ω sao cho ⟨G(u), x− u⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (3.1)

ð �¥y, tªp Ω = Fix(Ξ)∩Sol(C,F ), trong �â tªp �iºm b§t �ëng Fix(Ξ) =

{x ∈ H : x = Ξx} v  tªp Sol(C,F ) l  tªp nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F ).

C¡c h m gi¡ F , G v  d¢y c¡c tham sè tho£ m¢n mët sè gi£ thi¸t sau:

(B1) Tªp Ω kh¡c réng;

(B2) �nh x¤ gi¡ F l  gi£ �ìn �i»u, LF -li¶n töc Lipschitz v  li¶n töc y¸u

tr¶n C;

(B3) �nh x¤ gi¡ G l  β-�ìn �i»u m¤nh v  LG-li¶n töc Lipschitz;

(B4) �nh x¤ Ξ l  khæng gi¢n v  thäa m¢n t½nh ch§t I −S nûa �âng t¤i 0;

(B5) Vîi måi sè tü nhi¶n k ≥ 0, c¡c tham sè d÷ìng ξk, γk, τk, αk, τ v  ν

thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

ν ∈ (0,min{1, 1
LF

}), a ∈ (0, 1− νLF ),

b > 0, ξk ∈
(
b,min

{
1
LF

,
√

ν
LF

})
, ξ = lim

k→∞
ξk,

γk ∈
(
0,min

{
1−ξ2kL

2
F

2 , 1−νLF−a
2

})
,

τk ∈ (c, d) ⊂ (0, 1), τ ∈ (0, 2β
L2
G
),

αk ∈ (0, 1), lim
k→∞

αk = 0,
∞∑
k=0

αk = ∞.

Thuªt to¡n 3.1. (Thuªt to¡n chi¸u nîi läng (RLPA))

Chån x0 ∈ H, k = 0, ν > 0, chån c¡c d¢y sè d÷ìng {ξk}, {γk}, {τk} v 

{αk},
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B÷îc 1. T¼m h¼nh chi¸u

yk = ΠC [x
k − ξkF (xk)].

B÷îc 2. T½nh wk = xk − νξkF (yk) v  tk = τkz
k + (1− τk)Ξz

k, ð �¥y

zk =

wk − dk
∥xk−ξkF (xk)−yk∥2 (x

k − ξkF (xk)− yk) n¸u dk > 0,

wk tr÷íng hñp cán l¤i,

vîi dk = ⟨xk − ξkF (xk)− yk, wk − yk⟩ − γk∥yk − xk∥2.
B÷îc 3. T½nh xk+1 = tk − αkτG(tk). �°t k := k + 1 v  quay l¤i B÷îc 1.

3.1.2 �nh x¤ nghi»m

Vîi méi x ∈ H v  ξ > 0, ta gåi S : H → C l  ¡nh x¤ nghi»m cõa b i

to¡n V I(C, F ), �÷ñc cho nh÷ sau:

Sx = ΠC [x− ξF (x)]. (3.2)

Ta �¢ bi¸t x ∈ C l  nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F ) n¸u v  ch¿ n¸u nâ l 

�iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ nghi»m S. Cho γ > 0, ta gåi nûa khæng gian

Hx nh÷ sau:

Hx =
{
w ∈ H : ⟨x− ξF (x)− Sx,w − Sx⟩ ≤ γ∥x− Sx∥2

}
. (3.3)

Gåi K l  tªp nghi»m cõa b i to¡n V I(C, F ). Tø �ành ngh¾a cõa ph²p

chi¸u ΠC v  tø (3.2), ta câ:

⟨x− ξF (x)− Sx, y − Sx⟩ ≤ 0, ∀y ∈ C,

do �â:

⟨x− ξF (x)− Sx, y − Sx⟩ ≤ γ∥x− Sx∥2, ∀y ∈ C.

Khi �â, C ⊂ Hx vîi måi x ∈ H. M°t kh¡c, vîi méi z ∈ H, th¼ h¼nh chi¸u

cõa z tr¶n Hx �÷ñc cho d÷îi d¤ng hiºn nh÷ sau:

ΠHx
(z) =

z − ⟨x−ξF (x)−Sx,z−Sx⟩−γ∥x−Sx∥2
∥x−ξF (x)−Sx∥2 (x− ξF (x)− Sx) n¸u z /∈ Hx,

z tr÷íng hñp cán l¤i.
(3.4)
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Ti¸p theo, ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ nghi»m T : H → H cõa b i to¡n VI(C,F ),

nh÷ sau:

Tx = ΠHx
[x− νξF (Sx)], (3.5)

vîi tham sè ν > 0.

Bê �· sau ch¿ ra mët sè t½nh ch§t quan trång cõa ¡nh x¤ nghi»m T v 

S.

Bê �· 3.1. Gi£ sû tªp K kh¡c réng, l  tªp nghi»m cõa cõa b i to¡n

VI(C,F ). Ta câ c¡c kh¯ng �ành sau:

(i) N¸u F l  tüa �ìn �i»u tr¶n K v  L−li¶n töc Lipschitz, ξ ∈ (0, 1
L), γ ∈

(0, 1−ξ2L2

2 ) v  ν ∈
(
ξ2L,min

{
1−2γ
L , 1

})
, khi �â T l  tüa khæng gi¢n

m¤nh tr¶n K. Hìn núa, vîi måi x ∈ H, x∗ ∈ K,

∥Tx− x∗∥2 ≤∥x− x∗∥2 − ν(1− νL− 2γ)∥x− Sx∥2

− (ν − ξ2L)∥Tx− Sx∥2 − (1− ν)∥Tx− x∥2. (3.6)

(ii) N¸u F l  η-tüa �ìn �i»u m¤nh ng÷ñc tr¶n K, th¼ S l  tüa khæng gi¢n

m¤nh tr¶n K vîi �i·u ki»n m ∈ ( ξ
2η , 1− 2γ), γ ∈ (0, 12) v 

0 < ξ < 2η(1− 2γ). Hìn núa, vîi måi x ∈ C,

∥Sx− x∗∥2 ≤∥x− x∗∥2 − 2ξ

(
η − ξ

2m

)
∥F (x)− F (x∗)∥2

− (1−m− 2γ)∥x− Sx∥2.

(iii) N¸u F l  ζ-tüa �ìn �i»u m¤nh tr¶n K v  L- li¶n töc Lipschitz tr¶n H,

th¼ S l  tüa co vîi h¬ng sè δ := 1√
1+2ξζ−ξ2L2

∈ (0, 1), vîi ξ ∈ (0, 2ζ
L2 ).

Chùng minh: (i) Gi£ sû x∗ ∈ K v  F l  tüa �ìn �i»u. Tø ⟨F (x∗), Sx−
x∗⟩ ≥ 0 v  gi£ thi¸t tüa �ìn �i»u cõa F , suy ra ⟨F (Sx), Sx− x∗⟩ ≥ 0. Khi

�â, sû döng M»nh �· 1.2 v  (3.5), ta câ x∗ ∈ Hx v 

∥Tx− x∗∥2 =∥ΠHx
[x− νξF (Sx)]− ΠHx

(x∗)∥2

≤∥x− νξF (Sx)− x∗∥2 − ∥x− νξF (Sx)− Tx∥2

=∥x− x∗∥2 − 2νξ⟨F (Sx), Tx− x∗⟩ − ∥x− Tx∥2

=∥x− x∗∥2 − 2νξ⟨F (Sx), Sx− x∗⟩ − 2νξ⟨F (Sx), Tx− Sx⟩
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− ∥x− Tx∥2 (3.7)

≤∥x− x∗∥2 − 2νξ⟨F (Sx), Tx− Sx⟩ − ∥x− Tx∥2

=∥x− x∗∥2 + 2ν⟨x− Sx− ξF (Sx), Tx− Sx⟩

+ 2ν⟨Sx− x, Tx− Sx⟩ − ∥x− Tx∥2

=∥x− x∗∥2 + 2ν⟨x− ξF (x)− Sx, Tx− Sx⟩ − (1− ν)∥x− Tx∥2

+ 2νξ⟨F (x)− F (Sx), Tx− Sx⟩ − ν∥x− Sx∥2 − ν∥Sx− Tx∥2,
(3.8)

b§t �¯ng thùc cuèi còng �÷ñc suy ra tø:

2⟨Sx− x, Tx− Sx⟩ = ∥Tx− x∥2 − ∥Tx− Sx∥2 − ∥Sx− x∥2.

Tø (3.5) v  ν > 0, thäa m¢n Tx ∈ Hx v  tø

ν⟨x− ξF (x)− Sx, Tx− Sx⟩ ≤ νγ∥x− Sx∥2, (3.9)

sû döng b§t �¯ng thùc Cauchy - Schwarz v  �i·u ki»n li¶n töc Lipschitz

cõa F , ta suy ra

2νξ⟨F (x)− F (Sx), Tx− Sx⟩ ≤2νξ∥F (x)− F (Sx)∥ ∥Tx− Sx∥

≤2Lνξ∥x− Sx∥ ∥Tx− Sx∥

≤L(ν2∥x− Sx∥2 + ξ2∥Tx− Sx∥2). (3.10)

K¸t hñp (3.8), (3.9) v  (3.10), ta câ

∥Tx− x∗∥2 ≤∥x− x∗∥2 + 2ν⟨x− ξF (x)− Sx, Tx− Sx⟩ − (1− ν)∥Tx− x∥2

+ 2νξ⟨F (x)− F (Sx), Tx− Sx⟩ − ν∥x− Sx∥2 − ν∥Sx− Tx∥2

≤∥x− x∗∥2 + 2νγ∥x− Sx∥2 − (1− ν)∥Tx− x∥2 + ν2L∥x− Sx∥2

+ ξ2L∥Tx− Sx∥2 − ν∥x− Sx∥2 − ν∥Sx− Tx∥2

=∥x− x∗∥2 − ν(1− νL− 2γ)∥x− Sx∥2 − (ν − ξ2L)∥Tx− Sx∥2

− (1− ν)∥Tx− x∥2.

Khi �â ¡nh x¤ T l  (1− ν)-tüa khæng gi¢n m¤nh tr¶n K d÷îi gi£ thuy¸t

ξ ∈ (0, 1
L), γ ∈ (0, 1−ξ2L2

2 ) v  ν ∈ (ξ2L, 1−2γ
L ). Hìn núa,

∥Tx− x∗∥2 ≤∥x− x∗∥2 − ν(1− νL− 2γ)∥x− Sx∥2 − (ν − ξ2L)∥Tx− Sx∥2
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− (1− ν)∥Tx− x∥2.

(ii) Gi£ sû r¬ng ¡nh x¤ F l  η-tüa �ìn �i»u m¤nh ng÷ñc tr¶n K. Tø

�ành ngh¾a ph²p chi¸u (3.2), ta câ

⟨x− ξF (x)− Sx, y − Sx⟩ ≤ γ∥Sx− x∥2, ∀y ∈ C.

Thay y = x∗ ∈ K ⊂ C v o b§t �¯ng thùc tr¶n, ta câ

⟨x− ξF (x)− Sx, x∗ − Sx⟩ ≤ γ∥Sx− x∥2.

Suy ra:

γ∥Sx− x∥2 + ξ⟨F (x), x∗ − Sx⟩ ≥ ⟨x− Sx, x∗ − Sx⟩. (3.11)

Tø F l  η-tüa �ìn �i»u m¤nh ng÷ñc tr¶n K v  ⟨F (x∗), Sx − x∗⟩ ≥ 0 vîi

Sx ∈ C, vîi måi m ∈ (0, 1), ta câ:

ξ⟨F (x), x∗ − Sx⟩ =ξ⟨F (x)− F (x∗), x∗ − Sx⟩+ ξ⟨F (x∗), x∗ − Sx⟩

≤ξ⟨F (x)− F (x∗), x∗ − Sx⟩

=ξ⟨F (x)− F (x∗), x∗ − x⟩+ ξ⟨F (x)− F (x∗), x− Sx⟩

≤ − ηξ∥F (x)− F (x∗)∥2 + ξ∥F (x)− F (x∗)∥∥x− Sx∥

≤ − ηξ∥F (x)− F (x∗)∥2 + ξ2

2m
∥F (x)− F (x∗)∥2

+
m

2
∥x− Sx∥2

=− ξ

(
η − ξ

2m

)
∥F (x)− F (x∗)∥2 + m

2
∥x− Sx∥2.

(3.12)

�p döng b§t �¯ng thùc:

⟨a, b⟩ = 1

2
(∥a∥2 + ∥b∥2 − ∥a− b∥2), ∀a, b ∈ H,

Vîi a = x− Sx v  b = x∗ − Sx, ta câ

∥x− Sx∥2 + ∥x∗ − Sx∥2 − ∥x− x∗∥2 = 2⟨x− Sx, x∗ − Sx⟩.

K¸t hñp �i·u n y vîi (3.11) v  (3.12), ta câ:

∥x− Sx∥2 + ∥x∗ − Sx∥2 − ∥x− x∗∥2 ≤ −ξ

(
2η − ξ

m

)
∥F (x)− F (x∗)∥2
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+(m+ 2γ)∥x− Sx∥2.

Do �â

∥Sx−x∗∥2 ≤ ∥x−x∗∥2−ξ

(
2η − ξ

m

)
∥F (x)−F (x∗)∥2−(1−m−2γ)∥x−Sx∥2.

Tø �i·u ki»n m ∈ ( ξ
2η , 1− 2γ) v  0 < ξ < 2η(1− 2γ), suy ra 2η− ξ

m > 0 v 

∥Sx− x∗∥2 ≤ ∥x− x∗∥2 − (1−m− 2γ)∥x− Sx∥2.

V¼ vªy, ¡nh x¤ S l  (1−m− 2γ)-tüa khæng gi¢n m¤nh tr¶n K.

(iii) Gi£ sû r¬ng ¡nh x¤ gi¡ F l  ζ-tüa �ìn �i»u m¤nh tr¶n K v  li¶n

töc Lipschitz tr¶n H. Tø F l  ζ-tüa �ìn �i»u m¤nh tr¶n K v  x∗ ∈ K,

⟨F (x∗), Sx− x∗⟩ ≥ 0, ta câ

⟨F (Sx), Sx− x∗⟩ ≥ ζ∥Sx− x∗∥2. (3.13)

Tø �ành ngh¾a cõa Sx trong (3.2) v  x∗ ∈ C, suy ra

⟨x− ξF (x)− Sx, x∗ − Sx⟩ ≤ 0.

K¸t hñp vîi (3.13), suy ra

∥x− Sx∥2 + ∥x∗ − Sx∥2 − ∥x− x∗∥2

=2⟨x− Sx, x∗ − Sx⟩

≤2ξ⟨F (x), x∗ − Sx⟩

=2ξ⟨F (x)− F (Sx), x∗ − Sx⟩+ 2ξ⟨F (Sx), x∗ − Sx⟩

≤2ξ∥F (x)− F (Sx)∥∥x∗ − Sx∥ − 2ξζ∥x∗ − Sx∥2

≤2ξL∥x− Sx∥∥x∗ − Sx∥ − 2ξζ∥x∗ − Sx∥2

≤∥x− Sx∥2 + ξ2L2∥x∗ − Sx∥2 − 2ξζ∥x∗ − Sx∥2, ∀x ∈ H.

Do �â,

∥Sx− x∗∥2 ≤ 1

1 + 2ξζ − ξ2L2
∥x− x∗∥2, ∀x ∈ H.

V¼ vªy, ¡nh x¤ S l  tüa co vîi tham sè δ := 1√
1+2ξζ−ξ2L2

∈ (0, 1) tr¶n K,

vîi ξ ∈ (0, 2ζ
L2 ).
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3.1.3 �ành lþ hëi tö

C¡c bê �· sau �÷ñc sû döng �º chùng minh sü hëi tö cõa d¢y l°p trong

thuªt to¡n (RLPA).

Bê �· 3.2. Cho {xk} v  {yk} l  hai d¢y sè sinh ra bði Thuªt to¡n 3.1 v 

gåi x∗ ∈ K. Khi �â, vîi c¡c gi£ thi¸t (B1), (B2) v  (B4), ta câ kh¯ng �ành

sau:

∥zk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ν(1− νLF − 2γk)∥xk − yk∥2

− (ν − ξ2kLF )∥zk − yk∥2 − (1− ν)∥zk − xk∥2. (3.14)

Chùng minh. Tø (3.2) v  b÷îc 1, ta câ yk = Sxk, vîi ¡nh x¤ S �÷ñc cho

bði (3.2). K¸t hñp vîi (3.3), (3.4), (3.5) v  B÷îc 2, suy ra

zk = ΠHxk
[xk − νξkF (yk)], ð �¥y,

Hxk =
{
w ∈ H : ⟨xk − ξkF (xk)− Sxk, w − Sxk⟩ ≤ γ∥xk − Sxk∥2

}
.

Tùc l 

zk = Txk.

Sû döng t½nh ch§t tüa khæng gi¢n m¤nh cõa ¡nh x¤ T trong Bê �· 3.1(i),

gi£ thi¸t (B2) v  (B4), ta thu �÷ñc

∥zk − x∗∥2 =∥Txk − x∗∥2

≤∥xk − x∗∥2 − ν(1− νLF − 2γk)∥xk − Sxk∥2

− (ν − ξ2kLF )∥Txk − Sxk∥2 − (1− ν)∥Txk − xk∥2,

�i·u ph£i chùng minh.

Bê �· 3.3. Gi£ sû d¢y {xk} �÷ñc sinh bði thuªt to¡n (RLPA) l  bà ch°n

v  {xkj} ⊂ {xk} sao cho xkj ⇀ x̄, n¸u lim
j→∞

∥xkj − ykj∥ = 0 vîi {ykj} l 

d¢y con t÷ìng ùng, th¼ khi �â, x̄ ∈ Sol(C,F ).

Chùng minh Tø �ành ngh¾a cõa d¢y yk = ΠC [x
k − ξkF (xk)] v  {xkj} ⊂

{xk}, ta câ

⟨xkj − ξkjF (xkj)− ykj , x− ykj⟩ ≤ 0, ∀x ∈ C.



57

Do �â,

ξkj⟨F (xkj), x− xkj⟩+ ξkj⟨F (xkj), xkj − ykj⟩ ≥ ⟨xkj − ykj , x− ykj⟩.

Tø F l  LF -li¶n töc Lipschitz v  d¢y {xk} bà ch°n, suy ra d¢y {F (xk)}
công bà ch°n. Sû döng lim

k→∞
ξk = ξ > 0, lim

j→∞
∥xkj − ykj∥ = 0, xkj ⇀ x̄, v 

l§y giîi h¤n khi j → ∞, ta câ

ykj ⇀ x̄, 0 ≤ lim inf
j→∞

⟨F (xkj), x− xkj⟩.

Ngh¾a l :

lim inf
j→∞

⟨F (ykj), x− ykj⟩ = lim inf
j→∞

[
⟨F (ykj), xkj − ykj⟩+ ⟨F (xkj), x− xkj⟩

+ ⟨F (ykj)− F (xkj), x− xkj⟩
]

≥ lim inf
j→∞

[
− ∥F (ykj)∥∥xkj − ykj∥+ ⟨F (xkj), x− xkj⟩

− LF∥ykj − xkj∥∥x− xkj∥
]

≥0.

M°t kh¡c, tø t½nh ch§t nûa li¶n töc d÷îi y¸u cõa chu©n, ta câ,

lim inf
j→∞

∥F (ykj)∥ ≥ ∥F (x̄)∥ ≥ 0.

N¸u F (x̄) = 0 th¼ x̄ l  mët nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F ). Trong tr÷íng

hñp ∥F (x̄)∥ > 0, khi �â, tçn t¤i mët d¢y con d÷ìng {rj} v  nj ↗+∞ thäa

m¢n

lim
j→∞

rj = 0, ∥F (ynj)∥ > 0, ⟨F (yi), x− yi⟩+ rj ≥ 0, ∀i ≥ nj. (3.15)

�°t qnj = 1
∥F (ynj )∥2F (ynj). Khi �â, ⟨F (ynj), qnj⟩ = 1. Tø (3.15) suy ra

0 ≤ lim sup
j→∞

∥rjqnj∥ ≤
lim sup
j→∞

rj

lim inf
j→∞

∥F (ynj)∥
≤

lim
j→∞

rj

∥F (x̄)∥
= 0 ⇒ lim

j→∞
∥rjqnj∥ = 0,

(3.16)

v 

⟨F (ynj), x− ynj⟩+ rj⟨F (ynj), qnj⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C.

Sû döng gi£ thi¸t gi£ �ìn �i»u (A2) cõa F , ta �÷ñc

⟨F (x+ rjq
nj), x+ rjq

nj − ynj⟩ ≥ 0.
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K¸t hñp vîi �i·u ki»n li¶n töc Lipschitz cõa F , ta câ

⟨F (x), x− ynj⟩ =⟨F (x)− F (x+ rjq
nj), x− ynj⟩+

⟨F (x+ rjq
nj), x+ rjq

nj − ynj⟩ − ⟨F (x+ rjq
nj), rjq

nj⟩

≥⟨F (x)− F (x+ rjq
nj), x− ynj⟩ − ⟨F (x+ rjq

nj), rjq
nj⟩

≥ − LF∥rjqnj∥∥x− ynj∥ − ∥F (x+ rjq
nj)∥∥rjqnj∥.

L§y giîi h¤n b§t �¯ng thùc cuèi còng khi j → ∞ v  sû döng (3.16), ta

suy ra

⟨F (x), x− x̄⟩ = lim
j→∞

⟨F (x), x− ynj⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C.

V¼ vªy, x̄ l  mët nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F ).

�ành lþ 3.1. Cho c¡c ¡nh x¤ gi¡ F v  G thäa m¢n c¡c gi£ thi¸t (B1),

(B2), (B3), (B4) v  c¡c tham sè tho£ m¢n �i·u ki»n (B5), hai d¢y sè {xk}
v  {yk} trong thuªt to¡n (RLPA) hëi tö m¤nh �¸n nghi»m duy nh§t u cõa

B i to¡n 3.1.

Chùng minh. Gi£ sû r¬ng u l  nghi»m duy nh§t cõa B i to¡n 3.1. Tø

B÷îc 3 v  Bê �· 1.11, ta câ

∥xk+1 − u∥ =∥tk − αkτG(tk)− u∥

=∥[tk − αkτG(tk)]− [u− αkτG(u)]− αkτG(u)∥

≤∥[tk − αkτG(tk)]− [u− αkτG(u)]∥+ αkτ∥G(u)∥

≤(1− αkδ)∥tk − u∥+ αkτ∥G(u)∥,

=(1− αkδ)∥τk(zk − u) + (1− τk)(Ξz
k − u)∥+ αkτ∥G(u)∥

≤(1− αkδ)[τk∥zk − u∥+ (1− τk)∥Ξzk − u∥] + αkτ∥G(u)∥

≤(1− αkδ)∥zk − u∥+ αkτ∥G(u)∥ (3.17)

≤(1− αkδ)∥xk − u∥+ αkδ
τ∥G(u)∥

δ

≤max

{
∥xk − u∥, τ∥G(u)∥

δ

}
≤...

≤max

{
∥x0 − u∥, τ∥G(u)∥

δ

}
,
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vîi δ = 1−
√
1− τ(2β − τL2

G) ∈ (0, 1) v  τ ∈ (0, 2β
L2
G
). Khi �â, d¢y {xk} bà

ch°n. Do �â, c¡c d¢y {yk}, {tk} v  {zk} công bà ch°n.

Sû döng c¡c Bê �· 1.11, Bê �· 3.2 v  b§t �¯ng thùc

∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2⟨y, x+ y⟩, ∀x, y ∈ H,

ta câ

∥xk+1 − u∥2 =∥[tk − αkτG(tk)]− [u− αkτG(u)]− αkτG(u)∥2

≤∥[tk − αkτG(tk)]− [u− αkτG(u)]∥2 − 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

≤(1− αkδ)
2∥tk − u∥2 − 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

≤(1− αkδ)∥τk(zk − u) + (1− τk)Ξ(z
k − u)∥2

− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩ (3.18)

≤(1− αkδ)∥zk − u∥2 − 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

≤(1− αkδ)
[
∥xk − u∥2 − ν(1− νLF − 2γk)∥xk − yk∥2

− (ν − ξ2kLF )∥zk − yk∥2 − (1− ν)∥zk − xk∥2
]

− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩. (3.19)

�°t ak := ∥xk − u∥2 vîi måi k ≥ 0. Ta x²t hai tr÷íng hñp cõa d¢y ak nh÷

sau:

Tr÷íng hñp 1. Tçn t¤i mët sè tü nhi¶n k0 ∈ N sao cho ak+1 ≤ ak vîi

måi k ≥ k0. Khi �â, ta l§y giîi h¤n lim
k→∞

ak = A ∈ [0,∞). Chuyºn qua giîi

h¤n cõa (3.19), d÷îi gi£ thi¸t (A5) cõa c¡c h» sè, ta �÷ñc

lim
k→∞

∥yk − xk∥ = lim
k→∞

∥zk − xk∥ = 0. (3.20)

Sû döng lim
k→∞

αk = 0 v  {G(tk)} l  d¢y bà ch°n, suy ra

lim
k→∞

∥xk+1 − tk∥ = lim
k→∞

αkτ∥G(tk)∥ = 0. (3.21)

Tø t½nh ch§t bà ch°n cõa d¢y {xk}, khi �â tçn t¤i mët d¢y con {xkj} cõa

{xk} hëi tö y¸u v· x̄ ∈ H v 

lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xk⟩ = lim
j→∞

⟨G(u), u− xkj⟩ = ⟨G(u), u− x̄⟩. (3.22)

Sû döng Bê �· 3.3 vîi h» thùc lim
k→∞

∥yk − xk∥ = 0, ta câ x̄ ∈ Sol(C,F )

(tùc l  mët nghi»m cõa b i to¡n V I(C,F )).
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Ti¸p theo, ta chùng minh x̄ ∈ Fix(Ξ). Thªt vªy, tø (3.18) v  �¯ng thùc

sau

∥λx+(1−λ)y∥2 = λ∥x∥2+(1−λ)∥y∥2−λ(1−λ)∥x−y∥2, ∀x, y ∈ H, λ ∈ R,

ta câ

∥xk+1 − u∥2 ≤(1− αkδ)∥τk(zk − u) + (1− τk)Ξ(z
k − u)∥2

− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

=(1− αkδ)
[
τk∥zk − u∥2 + (1− τk)∥Ξ(zk − u)∥2

− τk(1− τk)∥zk − Ξzk∥2
]
− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

≤(1− αkδ)∥zk − u∥2 − τk(1− τk)(1− αkδ)∥zk − Ξzk∥2

− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

≤(1− αkδ)∥zk − u∥2 − c(1− d)(1− αkδ)∥zk − Ξzk∥2

− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩

≤(1− αkδ)∥xk − u∥2 − c(1− d)(1− αkδ)∥zk − Ξzk∥2

− 2αkτ⟨G(u), xk+1 − u⟩, (3.23)

vîi b§t �¯ng thùc (3.23) �÷ñc suy ra tø Bê �· 3.2. L§y giîi h¤n k → ∞
cõa (3.23), ta câ

lim
k→∞

∥zk − Ξzk∥ = 0.

Khi �â, tø giîi h¤n xkj ⇀ x̄, (3.20) v  t½nh ch§t nûa �âng t¤i 0 cõa ¡nh

x¤ I − S, ta �÷ñc zkj ⇀ x̄ v  x̄ ∈ Fix(Ξ). Nh÷ vªy, x̄ ∈ Ω. Hìn núa,

∥tk − zk∥ = (1− τk)∥zk − Ξzk∥ ≤ (1− c)∥zk − Ξzk∥ → 0 as k → ∞.

Tø (3.21), ta câ

∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk+1 − tk∥+ ∥tk − zk∥+ ∥zk − xk∥ → 0 as k → ∞.

K¸t hñp �i·u n y vîi (3.22) v  x̄ ∈ Ω, ta câ

lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xk+1⟩ = lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xk⟩+ lim sup
k→∞

⟨G(u), xk − xk+1⟩

≤ lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xk⟩+ lim sup
k→∞

∥G(u)∥∥xk − xk+1∥

=⟨G(u), u− x̄⟩
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≤0,

ð �¥y, b§t �¯ng thùc cuèi �÷ñc suy ra tø x̄ ∈ Ω v  nghi»m duy nh§t u cõa

B i to¡n 3.1. Tø (3.23), k²o theo

ak+1 ≤ (1− αkδ)ak + 2αkτ⟨G(u), u− xk+1⟩.

�p döng Bê �· 1.6, ta suy ra lim
k→∞

ak = 0. Do �â, t§t c£ c¡c d¢y {xk},
{yk}, {zk} v  {tk} hëi tö m¤nh v· nghi»m duy nh§t u cõa B i to¡n 3.1.

Tr÷íng hñp 2. Gi£ sû r¬ng khæng tçn t¤i k0 ∈ N sao cho {ak}k≥k0 l 

�ìn �i»u gi£m. Vªy, tçn t¤i mët sè tü nhi¶n k1 > k0 sao cho ak1 < ak1+1.

Sû döng Bê �· 1.10, ta ch¿ ra mët d¢y con {aζ(k)} cõa {ak} nh÷ sau:

ζ(k) = max{i : k1 ≤ i ≤ k, ai ≤ ai+1}.

Khi �â,

ζ(k) ↗ ∞, 0 ≤ ak ≤ aζ(k)+1, aζ(k) ≤ aζ(k)+1, ∀k ≥ k1. (3.24)

Tø (3.17), ta câ

∥xζ(k)+1 − u∥ ≤ (1− αζ(k)δ)∥zζ(k) − u∥+ αζ(k)τ∥G(u)∥.

Sau �â, sû döng t½nh bà ch°n cõa {zk} v  Bê �· 3.2, ta �÷ñc

∥xζ(k) − u∥ − ∥zζ(k) − u∥ ≤∥xζ(k) − u∥ − ∥xζ(k)+1 − u∥ − αζ(k)δ∥zζ(k) − u∥

+ αζ(k)τ∥G(u)∥

≤ − αζ(k)δ∥zζ(k) − u∥+ αζ(k)τ∥G(u)∥.

K¸t hñp �i·u n y vîi Bê �· 3.2 v  (A5), suy ra

ν(1− νLF − 2γζ(k))∥xζ(k) − yζ(k)∥2

≤∥xζ(k) − u∥2 − ∥zζ(k) − u∥2

=(∥xζ(k) − u∥ − ∥zζ(k) − u∥)(∥xζ(k) − u∥+ ∥zζ(k) − u∥)

≤
[
− αζ(k)δ∥zζ(k) − u∥+ αζ(k)τ∥G(u)∥

]
(∥xζ(k) − u∥+ ∥zζ(k) − u∥)

→0 as k → ∞.

Do �â

lim
k→∞

∥xζ(k) − yζ(k)∥ = 0.
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T÷ìng tü, ta câ

lim
k→∞

∥xζ(k) − zζ(k)∥ = 0.

Tø {xζ(k)} bà ch°n, khi �â câ mët d¢y con hëi tö y¸u. Khæng m§t t½nh

têng qu¡t, ta gi£ sû xζ(k) ⇀ x̂ v 

lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xζ(k)⟩ = ⟨G(u), u− x̂⟩.

Tø Bê �· 3.3, suy ra x̂ ∈ Sol(C,F ). Khi �â,

lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xζ(k)⟩ = ⟨G(u), u− x̂⟩ ≤ 0. (3.25)

Tø (3.23) v  (3.24), vîi måi k ≥ k1, ta câ

c(1− d)(1− αζ(k)δ)∥zζ(k) − Ξzζ(k)∥2

≤(∥xζ(k) − u∥2 − ∥xζ(k)+1 − u∥2)− αζ(k)δ∥xζ(k) − u∥2

− 2αζ(k)τ⟨G(u), xζ(k)+1 − u⟩

≤ − αζ(k)δ∥xζ(k) − u∥2 − 2αζ(k)τ⟨G(u), xζ(k)+1 − u⟩

→0 as k → ∞.

Khi �â, ta câ

lim
k→∞

∥zζ(k) − Ξzζ(k)∥ = 0.

Nh­c l¤i: xζ(k) ⇀ x̂, n¶n zζ(k) ⇀ x̂, sû döng t½nh ch§t nûa �âng t¤i 0 cõa

¡nh x¤ Ξ, suy ra x̂ ∈ Fix(Ξ) v  do �â x̄ ∈ Ω. T÷ìng tü nh÷ Tr÷íng hñp

1, ta câ

lim sup
k→∞

⟨G(u), u− xζ(k)+1⟩ ≤ 0.

Tø k¸t qu£ (3.23), ta rót ra:

aζ(k)+1 =∥xζ(k)+1 − u∥2

≤(1− αζ(k)δ)∥xζ(k) − u∥2 − c(1− d)(1− αζ(k)δ)∥zζ(k) − Ξzζ(k)∥2

− 2αζ(k)τ⟨G(u), xζ(k)+1 − u⟩

≤(1− αζ(k)δ)aζ(k) + 2αζ(k)τ⟨G(u), u− xζ(k)+1⟩

≤(1− αζ(k)δ)aζ(k)+1 + 2αζ(k)τ⟨G(u), u− xζ(k)+1⟩.

Tùc l 

δaζ(k)+1 ≤ 2τ⟨G(u), u− xζ(k)+1⟩,
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k¸t hñp vîi (3.25), ta câ lim
k→∞

aζ(k)+1 = 0. Tø 0 ≤ ak ≤ aζ(k)+1 cõa (3.24),

ta câ lim
k→∞

ak = 0. �i·u ph£i chùng minh.

3.1.4 C¡c v½ dö t½nh to¡n

Trong möc n y, ta x²t ¡nh x¤ gi¡ G : Rs → Rs, �÷ñc tham kh£o trong

t i li»u [3]:

G(x) = Qx+ q, (3.26)

vîi q ∈ Rs, Q = AA⊤ + B + D, trong �â, A, B, D l  c¡c ma trªn cï

s × s, B l  ma trªn �èi xùng v  D l  mët ma trªn �÷íng ch²o vîi c¡c

ph¦n tû tr¶n �÷íng ch²o khæng ¥m, do �â, ma trªn Q l  nûa x¡c �ành

d÷ìng. Rã r ng, G l  β-�ìn �i»u m¤nh v  LG-li¶n töc Lipschitz, ð �¥y,

β = min{t : t ∈ eig(Q)} l  gi¡ trà ri¶ng nhä nh§t cõa Q v  LG = ∥Q∥.
Ti¸p theo, ta cho mi·n r ng buëc C v  ¡nh x¤ gi¡ F : H → H nh÷ sau:

C ={x ∈ H : ∥x∥2 ≤ R2, ⟨r, x⟩ ≤ l}, (3.27)

F (x) =[g sin(p1∥x∥+ q1) + h cos(e∥x∥+ f) +m]z, (3.28)

ð �¥y R, p1, q1, e, f ∈ R, l > 0, g > 0, h > 0, m ∈ (g + h,∞),

(z, r) ∈ H×H. Khi �â C l  mi·n lçi, �âng, kh¡c réng v  ¡nh x¤ F câ t½nh

ch§t sau:

M»nh �· 3.1. Cho ¡nh x¤ F : H → H �÷ñc �ành ngh¾a trong (3.28). Khi

�â,

(i) �nh x¤ F l  gi£ �ìn �i»u;

(ii) �nh x¤ F l  LF -li¶n töc Lipschitz vîi LF = (g|p|+ h|e|)∥z∥.

Chùng minh: Vîi méi x, y ∈ H, gi£ sû r¬ng ⟨F (y), x − y⟩ ≥ 0. Khi �â,

ta câ

0 ≤⟨F (y), x− y⟩

=⟨[g sin(p1∥y∥+ q1) + g cos(e∥y∥+ f) +m]z, x− y⟩

=[g(sin(p1∥y∥+ q1) + 1) + h(cos(e∥y∥+ f) + 1) + (m− g − h)]⟨z, x− y⟩.
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Tø m ∈ (g + h,+∞), suy ra ⟨z, x− y⟩ ≥ 0 v 

⟨F (x), x− y⟩ =⟨[g sin(p1∥x∥+ q1) + h cos(e∥x∥+ f) +m]z, x− y⟩

=[g(1 + sin(p1∥x∥+ q1)) + h(1 + cos(e∥x∥+ f))

+ (m− g − h)]⟨z, x− y⟩

≥(m− g − h)⟨z, x− y⟩

≥0,

do �â, ¡nh x¤ F l  gi£ �ìn �i»u tr¶n H.

�º chùng minh (ii), ta th§y, vîi måi x, y ∈ H,

∥F (x)− F (y)∥ =∥[g sin(p1∥x∥+ q1) + h cos(e∥x∥+ f) +m]z

− [g sin(p1∥y∥+ q1) + h cos(e∥y∥+ f) +m]z∥

=∥z∥|g[sin(p1∥x∥+ q1)− sin(p1∥y∥+ q1)] + h[cos(e∥x∥+ f)

− cos(e∥y∥+ f)]|

=∥z∥
∣∣g[sin(p1∥x∥+ q1)− sin(p1∥y∥+ q1)] + h[cos(e∥x∥+ f)

− cos(e∥y∥+ f)]
∣∣

≤∥z∥g
∣∣ sin(p1∥x∥+ q1)− sin(p1∥y∥+ q1)

∣∣
+ h∥z∥

∣∣ cos(e∥x∥+ f)− cos(e∥y∥+ f)
∣∣

=2g∥z∥
∣∣∣∣cos(p1(∥x∥+ ∥y∥)

2
+ q1

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣sin(p1(∥x∥ − ∥y∥)
2

)∣∣∣∣
+ 2h∥z∥

∣∣∣∣sin(e(∥x∥+ ∥y∥)
2

+ f

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣sin(e(∥x∥ − ∥y∥)
2

)∣∣∣∣
≤2g∥z∥

∣∣∣∣sin(p1(∥x∥ − ∥y∥)
2

)∣∣∣∣+ 2h∥z∥
∣∣∣∣sin(e(∥x∥ − ∥y∥)

2

)∣∣∣∣ .
Sû döng b§t �¯ng thùc:

| sin t| ≤ |t|, ∀t ∈ R,

Ta suy ra

∥F (x)− F (y)∥ ≤2g∥z∥
∣∣∣∣sin(p1(∥x∥ − ∥y∥)

2

)∣∣∣∣+ 2h∥z∥
∣∣∣∣sin(e(∥x∥ − ∥y∥)

2

)∣∣∣∣
≤(g|p1|+ h|e|)∥z∥|∥x∥ − ∥y∥|

≤(g|p1|+ h|e|)∥z∥∥x− y∥, ∀x, y ∈ H.
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V¼ vªy, ¡nh x¤ gi¡ F l  li¶n töc Lipschitz vîi h¬ng sè LF = (g|p|+h|e|)∥z∥
tr¶n H.

X²t B i to¡n 3.1, vîi C,F v  G �÷ñc cho bði (3.26), (3.27), (3.28). Ta

tªp trung v o hai v§n �· ch½nh cõa thuªt to¡n (RLPA):

- Cung c§p mët sè k¸t qu£ gi£i sè �º mæ t£ sü hëi tö cõa thuªt to¡n

(RLPA), vîi c¡c �iºm xu§t ph¡t v  bë tham sè kh¡c nhau.

- So s¡nh thuªt to¡n (RLPA) vîi thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng k¸t

hñp chi¸u co qu¡n t½nh (IPCEA) �· xu§t bði Tan v  c¡c cëng sü [75],

v  thuªt to¡n chi¸u ch½nh quy (RPA) �· xu§t bði Moudafi v  Hieu

[41].

Ta chån c¡c tham sè cho c¡c thuªt to¡n nh÷ sau:

- Vîi thuªt to¡n (RLPA):

ν =
1

2
min

{
1,

1

LF

}
, a =

1− νLF

2
, b =

1

100
min

{
1

LF
,

√
ν

LF

}
,

ξk = b+
b

5k + 10
, γk =

2

25
min

{
1− ξ2kL

2
F

2
,
1− νLF − a

2

}
,

τk = 0.1 +
1

10k + 15
, τ =

β

L2
G

, αk =
1

2k + 1
, ∀k ≥ 0.

- Vîi thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng k¸t hñp chi¸u co qu¡n t½nh (IPCEA):

θ = 0.2, ϵn =
100

(n+ 1)2
, µ = 0.4, χ1 = 0.6,

ξn =
1

(n+ 1)1.1
, ϕ = 1, σn =

1

n+ 1
, γ =

1.7β

L2
F

, x1 = x0.

- Vîi thuªt to¡n chi¸u ch½nh quy (RPA):

λ1 = λ0 = α0 = 1, µ = 0.4, αn = n−0.7, y0 = x0.

T§t c£ c¡c ph²p chi¸u l¶n tªp C �÷ñc t½nh to¡n bði h m quadprog trong

Matlab 2018a Optimization Toolbox. C¡c h¼nh chi¸u l¶n nûa khæng gian

�÷ñc t½nh to¡n d÷îi d¤ng hiºn nh÷ cæng thùc (3.4). T§t c£ c¡c thuªt to¡n

�÷ñc ch¤y tr¶n m¡y t½nh PC Desktop Intel(R) Core(TM) i7-12700F CPU

@ 2.10 GHz 2.50 GHz, RAM 32.00 GB.
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Thû nghi»m 1. Ta ch¤y thuªt to¡n (RLPA) trong Rs vîi s = 5 v 

Ξ : Rs → C �÷ñc cho bði Ξx = ΠC(x) vîi måi x ∈ Rs. �iºm khði �¦u

x0 = (1, 0, 1, 0, 0.5)⊤. C¡c tham sè R, g, p, q, h, e, f, m, l v  vector r, z

�÷ñc chån ng¨u nhi¶n nh÷ sau:

R = 5, l = 2, g = 3, p1 = −5, q1 = 7, h = 3, e = 8, f = 2,m = g + f + 1,

r = (1,−3, 5, 9, 4)⊤, z = (12, 5, 3,−7, 2)⊤.

b¬ng Matlab, ta t½nh �÷ñc:

LF = (g|p1|+ h|e|)∥z∥ = 592.7487.

Ma trªn A,B,D cõa ¡nh x¤ gi¡ G �÷ñc chån ng¨u nhi¶n nh÷ sau:

A =



1 −2 3 4 0

2 1 0 5 −3

4 0 7 9 1

2 5 0 −5 3

−1 9 4 2 3


(5×5)

, B =



0 2 3 4 5

−2 0 −5 7 9

−3 5 0 6 −8

−4 −7 −6 0 1

−5 −9 8 1 0


(5×5)

,

D =



1 0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 7 0 0

0 0 0 10 0

0 0 0 0 5


(5×5)

, q = (1, 7,−3, 22, 6)⊤.

Khi �â, gi¡ trà ri¶ng v  chu©n cõa Q �÷ñc t½nh to¡n nh÷ sau:

eig(Q) = {221.2357, 144.1649, 3.3983, 24.9611, 22.2399}, ∥Q∥ = 222.3145.

�i·u n y thäa m¢n h¬ng sè �ìn �i»u m¤nh cõa G l  β = 3.3983 v  h¬ng

sè li¶n töc Lipschitz cõa G l  LG = 222.3145. K¸t qu£ t½nh to¡n cõa thuªt

to¡n (RLPA) �÷ñc tr¼nh b y trong H¼nh 3.1, B£ng 3.1 v  B£ng 3.2.

Thû nghi»m 2. �º so s¡nh hai thuªt to¡n (RLPA), (IPCEA) v 

(RPA) �º gi£i B i to¡n 3.1, ta cho Ξ l  ¡nh x¤ �çng nh§t v  c¡c dú

li»u v· tham sè, �iºm xu§t ph¡t gièng nh÷ trong Thû nghi»m 1. Thüc

t¸, nghi»m ch½nh x¡c u l  ch÷a bi¸t, ta sû döng Γk = ∥xk+1 − xk∥ �º
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H¼nh 3.1: Sü hëi tö cõa d¢y {xk} trong thuªt to¡n (RLPA) vîi sai sè ϵ = 10−3. Nghi»m x§p x¿ l 

x392 = (0.4162, 0.0703, 0.2792,−0.1549, 0.1304)⊤.

Test Start. x0 Iter. k Times

1 (1, 0, 1, 0, 0.5)⊤ 392 8.9531

2 (51, 0, 1, 0, 0.5)⊤ 423 11.8281

3 (1, 20, 1, 0, 0.5)⊤ 429 10.2656

4 (1, 0, 31, 0, 0.5)⊤ 420 10.4219

5 (1, 0, 1, 100, 25)⊤ 386 9.4375

B£ng 3.1: Sè b÷îc l°p(Iter.) v  thíi gian ch¤y m¡y (Times) vîi c¡c �iºm xu§t ph¡t kh¡c nhau (Start.)

x0.

Test ξk γk τk αk Iter. Times

1 b+ b
5k+10

2
25 min

{
1−ξ2kL

2
F

2

}
0.1 + 1

10k+15
1

2k+1 392 8.9531

2 b+ b
15k+100

2
25 min

{
1−ξ2kL

2
F

2

}
0.1 + 1

10k+15
1

2k+1 386 19.5156

3 b+ b
5k+10

1
50 min

{
1−ξ2kL

2
F

2

}
0.1 + 1

10k+15
1

2k+1 1624 41.5938

4 b+ b
5k+10

2
25 min

{
1−ξ2kL

2
F

2

}
0.01 + 1

10k+150
1

2k+1 389 10.0625

5 b+ b
5k+10

2
25 min

{
1−ξ2kL

2
F

2

}
0.1 + 1

10k+15
1

20k+100 387 9.6875

B£ng 3.2: Sè b÷îc l°p (Iter.) v  thíi gian ch¤y m¡y (Times) vîi c¡c tham sè kh¡c nhau,

vîi a = 1−νLF

2 , b = 1
100 min

{
1

LF
,
√

ν
LF

}
v  τ = β

L2
G
.
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H¼nh 3.2: Biºu di¹n cõa sai sè {Γk} vîi �iºm xu§t ph¡t x0 = (1, 0, 1, 0, 0.5)⊤.

�o sai sè b÷îc l°p thù k cõa thuªt to¡n (RLPA) v  (RPA), v  sû döng

Γk = ∥uk −ΠC [u
k − χkF (uk)]∥ �º �o sai sè b÷îc l°p thù k cho thuªt to¡n

(IPCEA). C¡c k¸t qu£ �÷ñc cho trong H¼nh 3.2.

Thû nghi»m 3. Ta t½nh to¡n trong khæng gian Hilbert væ h¤n chi·u

H = L2[0, 1] vîi t½ch væ h÷îng

⟨x, y⟩ =
1∫

0

x(t)y(t)dt, ∀x, y ∈ H,

v  chu©n

∥x∥ =

√√√√√ 1∫
0

x2(t)dt, ∀x ∈ H.

R ng buëc C v  ¡nh x¤ gi¡ F �ành ngh¾a trong (3.27) v  (3.28). Ta so

s¡nh thuªt to¡n (RLPA) vîi hai thuªt to¡n (IPCEA) v  (RPA) vîi c¡c

�iºm xu§t ph¡t kh¡c nhau x0. K¸t qu£ t½nh to¡n so s¡nh �÷ñc tr¼nh b y

trong B£ng 3.3.

Tø k¸t qu£ thû nghi»m t½nh to¡n �÷ñc cho bði H¼nh 3.1 v  c¡c B£ng 3.1,

B£ng 3.2, k¸t qu£ so s¡nh trong B£ng 3.3 v  H¼nh 3.2 cõa thuªt to¡n chi¸u

nîi läng (RLPA) vîi hai thuªt to¡n: Thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng k¸t
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x0 = 2 cos t x0 = 3 sin t x0 = 3t3 + 2t x0 = 2et + t

Algorithm Γk Times Γk Times Γk Times Γk Times

(IPCEA) 4.9e-10 306.2 7.3e-10 295.9 1.8e-14 255.3 0.6e-9 416.2

(RPA) 2.5e-13 197.6 2.5e-14 209.2 7.3e-15 177.1 9.1e-10 308.1

(RLPA) 7.2e-15 145.9 8.9e-15 199.3 4.0e-17 98.4 8.3e-12 205.1

B£ng 3.3: K¸t qu£ so s¡nh vîi xu§t ph¡t �iºm kh¡c nhau trong khæng gian L2[0, 1].

hñp chi¸u co qu¡n t½nh (IPCEA) v  thuªt to¡n chi¸u ch½nh quy (RPA),

ta câ c¡c nhªn x²t nh÷ sau:

- Tèc �ë hëi tö cõa thuªt to¡n (RLPA) l  r§t nh¤y vîi c¡c d¢y tham

sè {ξk}, {γk}, {τk} v  {αk};

- Thíi gian ch¤y m¡y (gi¥y) v  sè b÷îc l°p cõa thuªt to¡n (RLPA) nhä

hìn c¡c thuªt to¡n (IPCEA) v  (RPA) khi gi£i B i to¡n 3.1.

3.2 Ph÷ìng ph¡p chi¸u co

3.2.1 Thuªt to¡n (PCA)

Ta x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng

BV I(C,F,G), nh÷ sau:

T¼m x∗ ∈ Sol(C,F ), sao cho ⟨G(x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Sol(C,F ), (3.29)

ð �¥y, ¡nh x¤ gi¡ F : C → Rn sao cho F (x) = Qx+ q, ma trªn Q ∈ Rn×n

l  ma trªn ph£n �èi xùng, q ∈ Rn l  mët v²c tì, �÷ñc chån sao cho F l 

gi£ �ìn �i»u v  mi·n r ng buëc C �÷ñc cho nh÷ sau

C = {x ∈ Rn : Ax ≥ b} ,

trong �â, A ∈ Rm×n l  mët ma trªn v  v²c tì b ∈ Rm. �nh x¤ gi¡ G : C →
Rn tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

(C1) G �ìn �i»u m¤nh vîi h» sè β > 0,

⟨G(x)−G(y), x− y⟩ ≥ β∥x− y∥2, ∀x, y ∈ C;

(C2) G li¶n töc Lipschitz vîi h» sè L > 0,

∥G(x)−G(y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.
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Thuªt to¡n 3.2. (Thuªt to¡n chi¸u co (PCA))

B÷îc 1. Cho x0 ∈ C, η > 0 v 
τ := 1−

√
1− µ(2β − µL2)

η > max

{
−6τ1(Q),

L∥Q∥(L+
√

L2−β2)

β2 , −2τ1(Q)(β2+L2)
β2

}
,

µ ∈
(
0, 2βL2

)
, αk ∈

(
0, 2µβ−2τ

µ2L2−τ2

)
,

∞∑
k=0

αk = ∞,
∞∑
k=0

α2
k < ∞.

(3.30)

B÷îc 2. (k = 0, 1, ...) T½nh yk

yk = argmin
{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}
, (3.31)

xk+1 = ΠC

[
yk − µαkG(yk)

]
.

B÷îc 3. �°t k := k + 1, quay l¤i B÷îc 2.

Chó þ 3.1. Trong cæng thùc (3.31), ta �¢ sû döng kÿ thuªt ph¥n t½ch DC

[10] �º t½nh to¡n cho yk, nh÷ sau:

yk =argmin
{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}
=argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2

(
∥x∥2 − 2⟨xk, x⟩+ ∥xk∥2

)
: x ∈ C

}
=argmin

{
1

2
⟨(Q+ ηI)x, x⟩+ ⟨q, x⟩ − η⟨xk, x⟩+ η

2
∥xk∥2 : x ∈ C

}
=argmin

{
1

2
⟨(Q+ ηI)x, x⟩+ ⟨q, x⟩+ δC(x)−

[
η⟨xk, x− xk⟩+ η

2
∥xk∥2

]}
=argmin

{
g(x)−

[
⟨wk, x− xk⟩+ h(xk)

]}
,

ð �¥y wk ∈ ∂h(xk), g(x) = 1
2⟨(Q+ηI)x, x⟩+⟨x, q⟩+δC(x), h(x) = 1

2η∥x∥
2,

I ∈ Rn×n l  ma trªn �ìn và, η ̸= 0 v  η ≥ −τ1(Q). Méi l¦n t½nh to¡n cho

yk trong (3.31), chóng ta thüc hi»n mët l¦n b i to¡n phö b¬ng thuªt to¡n

DC.

3.2.2 �ành lþ hëi tö

�ành lþ sau ch¿ ra sü hëi tö cõa Thuªt to¡n 3.2.

�ành lþ 3.2. Gi£ sû c¡c h m gi¡ F, G tho£ m¢n c¡c gi£ thi¸t (C1), (C2),

c¡c d¢y {xk} v  {yk} trong Thuªt to¡n 3.2 hëi tö m¤nh tîi nghi»m duy

nh§t x∗ cõa b i to¡n BV I(C,F,G).
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Chùng minh. Chóng ta chùng minh tøng b÷îc theo c¡c kh¯ng �ành sau

Kh¯ng �ành 1. ta câ

∥yk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2.

Thªt vªy, n¸u η > −2τ1(Q) ≥ 0 th¼ b i to¡n quy ho¤ch to n ph÷ìng

(3.31) l  lçi m¤nh, khi �â nghi»m duy nh§t yk tho£ m¢n b§t �¯ng thùc

bi¸n ph¥n �ìn �i»u m¤nh sau

⟨Qyk + q + ηyk − ηxk, x− yk⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C. (3.32)

Gi£ sû x∗ l  nghi»m duy nh§t cõa b i to¡n (3.29) th¼ ⟨Qx∗+q, y−x∗⟩ ≥ 0 vîi

måi y ∈ C v G l  gi£ �ìn �i»u tr¶n C, do yk ∈ C, n¶n ⟨Qyk+q, yk−x∗⟩ ≥ 0.

Thay x bði x∗ ∈ C ð cæng thùc (3.32), ta câ

η⟨yk − xk, yk − x∗⟩ ≤ ⟨Qyk + q, x∗ − yk⟩

≤ 0,

k¸t hñp vîi h¬ng �¯ng thùc

⟨a, b⟩ = 1

2
(∥a∥2 + ∥b∥2 − ∥a− b∥2), ∀a, b ∈ Rn,

ta �÷ñc

η⟨yk − xk, yk − x∗⟩ = η

2
(∥yk − xk∥2 + ∥yk − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2) ≤ 0.

Tø gi£ thi¸t η > 0, ta câ

∥yk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2.

Kh¯ng �ành 2. (xem [53]) Cho ¡nh x¤ Sk : C → Rn nh÷ sau

Sk(x) := x− µαkG(x), ∀x ∈ C,

khi �â, Sk l  ¡nh x¤ co

∥Sk(x)− Sk(y)∥ ≤ (1− ταk)∥x− y∥, ∀x, y ∈ C,

vîi h¬ng sè τ := 1−
√
1− µ(2β − µL2).

Thªt vªy, v¼ G l  β−�ìn �i»u m¤nh L-li¶n töc Lipschitz C v  ph²p

chi¸u ΠC khæng gi¢n v  αk ∈
(
0, 2µβ−2τ

µ2L2−τ2

)
, n¶n ta câ

∥Sk(y)− Sk(x)∥2 =∥y − µαkG(y)− x+ µαkG(x)∥2
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=∥y − x∥2 − 2µαk⟨G(x)−G(y), x− y⟩

+ µ2α2
k∥G(x)−G(y)∥2

≤(1− 2µαkβ + µ2α2
kL2)∥y − x∥2, ∀x, y ∈ C

≤(1− ταk)
2∥x− y∥2.

V¼ vªy, ∥Sk(x)− Sk(y)∥ ≤ (1− ταk)∥x− y∥ vîi måi x, y ∈ C.

Kh¯ng �ành 3.

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ (1− ταk)
[
∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2

]
+

αkµ
2

τ
∥G(x∗)∥2.

Thªt vªy, do ΠC l  ¡nh x¤ khæng gi¢n k¸t hñp vîi Kh¯ng �ành 2 v  b§t

�¯ng thùc tam gi¡c, ta câ

∥xk+1 − x∗∥ = ∥ΠC [y
k − µαkG(yk)]− x∗∥

= ∥ΠC [y
k − µαkG(yk)]− ΠC(x

∗)∥

≤ ∥Sk(y
k)− Sk(x

∗)− µαkG(x∗)∥ (3.33)

≤ ∥Sk(y
k)− Sk(x

∗)∥+ µαk∥G(x∗)∥

≤ (1− ταk)∥yk − x∗∥+ µαk∥G(x∗)∥, (3.34)

k¸t hñp �i·u n y vîi Kh¯ng �ành 1, ta suy ra

∥xk+1 − x∗∥2 ≤[(1− ταk)∥yk − x∗∥+ µαk∥G(x∗)∥]2

=
[
(1− ταk)∥yk − x∗∥+ ταk

(µ
τ
∥G(x∗)∥

)]2
≤(1− ταk)∥yk − x∗∥2 + αkµ

2

τ
∥G(x∗)∥2

≤(1− ταk)
[
∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2

]
+

αkµ
2

τ
∥G(x∗)∥2.

Kh¯ng �ành 4. N¸u tçn t¤i giîi h¤n A = lim
k→∞

∥xk −x∗∥2 < ∞, th¼ ta câ

c¡c �i·u sau:

(4a) lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0;

(4b) C£ hai d¢y {xk} v  {yk} hëi tö �¸n x̄ ∈ Sol(C,F ).

Thªt vªy, tø Kh¯ng �ành 3, suy ra

∥yk − xk∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2 + αkµ
2

τ
∥G(x∗)∥2.
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sû döng gi£ thi¸t
∞∑
k=0

α2
k < ∞ v  A = lim

k→∞
∥xk−x∗∥2 < ∞, ta câ lim

k→∞
αk =

0, suy ra

lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0.

Tø (3.32), yk l  nghi»m duy nh§t cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi

¡nh x¤ gi¡: x 7−→ (Q+ ηI)x+ q− ηxk, ð �¥y, I l  ma trªn �ìn và. Vªy yk

l  �iºm b§t �ëng duy nh§t cõa ph²p chi¸u ΠC

{
x− 1

η [(Q+ηI)x+q−ηxk]
}
.

Tø gi£ thi¸t η > 0 v  η > −τ1(Q) vîi måi k ≥ 0, ta câ

yk = ΠC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}
. (3.35)

Tø (3.35), suy ra

∥yk+1 − yk∥ =
∥∥∥ΠC

{
yk+1 − 1

η

[
(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1

]}
− ΠC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}∥∥∥
≤
∥∥∥yk+1 − 1

η

[
(Q+ ηI)yk+1 + q − ηxk+1

]
− yk (3.36)

+
1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

] ∥∥∥
≤ ∥Q∥

η
∥yk+1 − yk∥+ ∥xk+1 − xk∥. (3.37)

Nh÷ vªy

∥yk+1 − yk∥ ≤ η

η − ∥Q∥
∥xk+1 − xk∥. (3.38)

Sû döng Kh¯ng �ành 2, xk ∈ C v  xk+1 = ΠC [y
k − µαkG(yk)], ta câ

xk = ΠC(x
k) v 

∥xk+1 − xk∥ =
∥∥ΠC [y

k − µαkG(yk)]− ΠC(x
k)
∥∥

≤
∥∥yk − µαkG(yk)− xk

∥∥
≤
∥∥yk − xk

∥∥+ µαk∥G(yk)∥.

L§y giîi h¤n khi k → ∞, sû döng t½nh bà ch°n cõa {yk} v  (4a), suy ra

lim
k→∞

∥xk+1 − xk∥ = 0.

Tø (3.38), ta câ

lim
k→∞

∥yk+1 − yk∥ = 0.
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K¸t hñp vîi (3.35) v  t½nh khæng gi¢n cõa ΠC ,∥∥∥∥yk − ΠC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ΠC

{
yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]}
− ΠC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥yk − 1

η

[
(Q+ ηI)yk + q − ηxk

]
− yk +

1

η
(Qyk + q)

∥∥∥∥
=∥yk − xk∥. (3.39)

Tø lim
k→∞

∥yk − xk∥ = 0 v  (3.39), suy ra

lim
k→∞

∥∥∥∥yk − ΠC [y
k − 1

η
(Qyk + q)]

∥∥∥∥ = 0.

Vîi méi ϵ > 0, tçn t¤i sè tü nhi¶n k0 ∈ N∗ := {1, 2, ...} sao cho∥∥∥∥yk − ΠC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥ ≤ ϵ, ∀k ≥ k0.

Tø Bê �· 1.8, tçn t¤i sè l > 0 sao cho

d(yk, Sol(C,F )) ≤l

∥∥∥∥yk − ΠC

[
yk − 1

η
(Qyk + q)

]∥∥∥∥ , ∀k ≥ k0

≤l∥yk − xk∥

→0 as k → ∞,

b§t �¯ng thùc cuèi còng �÷ñc suy ra tø (3.39). Do Sol(C,F ) l  tªp �âng,

kh¡c réng n¶n tçn t¤i zk ∈ Sol(C,F ) sao cho d(yk, Sol(C,F )) = ∥yk−zk∥.
Suy ra lim

k→∞
∥yk − zk∥ = 0. Sû döng (3.37), ta câ

∥zk+1 − zk∥ ≤∥zk+1 − yk+1∥+ ∥yk+1 − yk∥+ ∥yk − zk∥

≤∥zk+1 − yk+1∥+ ∥Q∥
η

∥yk+1 − yk∥+ ∥xk+1 − xk∥+ ∥yk − zk∥

→0 as k → ∞,

v¼ c¡c d¢y {yk} v  {xk} bà ch°n, n¶n lim
k→∞

∥yk − xk∥ = lim
k→∞

∥yk − zk∥ = 0

v  lim
k→∞

∥xk+1 − xk∥ = 0. Do F gi£ �ìn �i»u, n¶n tªp nghi»m Sol(C,F ) l 

tªp �âng v  lçi, v  câ duy nh§t mët th nh ph¦n li¶n thæng. Theo Bê �·

1.9 v  lim
k→∞

∥zk+1 − zk∥ = 0, tçn t¤i k0 v  h¬ng sè c sao cho

zk ∈ Sol(C,F ) v  f(zk) = c, ∀k ≥ k0, (3.40)
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ð �¥y, h m sè f cho trong möc (1.2). Sû döng lim
k→∞

∥yk − xk∥ = lim
k→∞

∥yk −
zk∥ = 0 v  (3.40), ta câ sè thüc f∗ l  cüc tiºu cõa b i to¡n min{f(x) : x ∈
C} sao cho lim

k→∞
f(xk) = f∗. Tø sü hëi tö cõa {xk}, tçn t¤i x̄ ∈ Sol(C,F )

v  lim
k→∞

∥xk − x̄∥ = 0. Khi �â, c¡c d¢y {xk} v  {yk} còng hëi tö v· x̄ ∈
Sol(C,F ).

Kh¯ng �ành 5. D¢y {xk} v  {yk} hëi tö v· nghi»m duy nh§t x∗ cõa b i

to¡n BV I(C,F,G).

Thªt vªy, ta x²t hai tr÷íng hñp sau:

Tr÷íng hñp 5a. Tçn t¤i sè k0 ∈ N sao cho d¢y {∥xk−x∗∥2}∞k=k0
l  khæng

t«ng, khi �â tçn t¤i giîi h¤n lim
k→∞

∥xk − x∗∥2 = A < +∞. Tø B÷îc 4, ta

câ lim
k→∞

∥xk − yk∥ = 0, {xk} v  {yk} hëi tö v· x̄ ∈ Sol(C,F ), khi �â,

lim
k→∞

⟨yk − x∗, G(yk)⟩ = lim
k→∞

[⟨yk − x∗, G(yk)−G(x∗)⟩+ ⟨yk − x∗, G(x∗)⟩]

≥ lim
k→∞

[β∥yk − x∗∥2 + ⟨yk − x∗, G(x∗)⟩]

=βA+ lim
k→∞

⟨yk − x∗, G(x∗)⟩

≥βA

≥0. (3.41)

�º ch¿ ra sü m¥u thu¨n, ta gi£ sû A > 0, v  chån ϵ = 1
2βA. Tø (3.41), tçn

t¤i sè k1 ≥ k0 sao cho

⟨yk − x∗, G(yk)⟩ ≥ βA− ϵ = βA− 1

2
βA =

1

2
βA > 0,

luæn �óng vîi måi k ≥ k1. Khi �â,

∥xk+1 − x∗∥2 =∥ΠC(y
k − µαkG(yk))− ΠC(x

∗)∥2

≤∥yk − µαkG(yk)− x∗∥2

=∥yk − x∗∥2 − 2αkµ⟨G(yk), yk − x∗⟩+ µ2α2
k∥G(yk)∥2

≤∥yk − x∗∥2 − µαkβA+ α2
kM

≤∥xk − x∗∥2 − µαkβA+ α2
kM,

ð �¥y M := sup{µ2∥G(yk)∥2 : k = 0, 1, ...} < ∞ v  b§t �¯ng thùc cuèi

còng �÷ñc suy ra tø Kh¯ng �ành 4. Nh÷ vªy,

∥xk+1 − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − µαkβA+ α2
kM, ∀k ≥ k1.
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Vªy suy ra

∥xk+1 − x∗∥2 − ∥xk1 − x∗∥2 + µβA
k∑

j=k1

αj ≤ M
k∑

j=k1

α2
j .

L§y giîi h¤n hai v¸ khi k → ∞ v  sû döng
∞∑

k=k1

α2
k < ∞, ta câ

∞∑
k=k1

αk < ∞.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t
∞∑
k=1

αk = ∞ cõa �i·u ki»n (3.30). Nh÷

vªy ta câ A = 0, xk → x∗ and yk → x∗.

Tr÷íng hñp 5b. Gi£ sû khæng tçn t¤i sè k0 ∈ N sao cho d¢y

{∥xk−x∗∥2}∞k=k0
l  khæng t«ng. �°t ak = ∥xk−x∗∥2. Ta chån d¢y con cõa

d¢y khæng ¥m {ak} theo Bê �· 1.10 nh÷ sau:

�°t τ(k) = max{i ∈ N : i ≤ k, ai ≤ ai+1}.

Khi �â,

lim
k→∞

τ(k) = ∞, τ(k) ≤ τ(k+1), aτ(k) ≤ aτ(k)+1, 0 ≤ ak ≤ aτ(k)+1, ∀k ≥ k0.

(3.42)

Dòng Kh¯ng �ành 3, ta câ

∥xk+1 − x∗∥2 ≤(1− ταk)
[
∥xk − x∗∥2 − ∥yk − xk∥2

]
+

αkµ
2

τ
∥G(x∗)∥2

≤(1− ταk)∥xk − x∗∥2 + ταk
µ2∥G(x∗)∥2

τ 2
(3.43)

≤max

{
∥xk − x∗∥2, µ

2∥G(x∗)∥2

τ 2

}
≤ · · ·

≤max

{
∥x0 − x∗∥2, µ

2∥G(x∗)∥2

τ 2

}
.

V¼ vªy, d¢y {xk} bà ch°n. Tø {aτ(k)} l  d¢y khæng gi£m, tø t½nh bà ch°n

cõa d¢y {xk}, tçn t¤i giîi h¤n

B = lim
k→∞

aτ(k) < +∞,

k¸t hñp �i·u n y vîi (3.42), Kh¯ng �ành 1 v  (3.43), ta câ

aτ(k) ≤aτ(k)+1
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≤
[
1− τατ(k)

]
∥yτ(k) − x∗∥2 +

ατ(k)µ
2

τ
∥G(x∗)∥2

≤
[
1− τατ(k)

]
aτ(k) +

ατ(k)µ
2

τ
∥G(x∗)∥2. (3.44)

L§y giîi h¤n hai v¸ khi k → ∞ v  tø lim
k→∞

ατ(k) = 0, ta câ

lim
k→∞

∥yτ(k) − x∗∥2 = B.

Tø Kh¯ng �ành 4, ta l¤i câ lim
k→∞

∥xτ(k) − yτ(k)∥ = 0 v  c¡c d¢y con {xτ(k)},

{yτ(k)} còng hëi tö v· x̂ ∈ Sol(C,F ). Tø (3.33) v  Kh¯ng �ành 2, ta câ

∥xk+1 − x∗∥2 ≤∥Sk(y
k)− Sk(x

∗)− µαkG(x∗)∥2

=∥Sk(y
k)− Sk(x

∗)∥2 − 2µαk⟨G(x∗), Sk(y
k)− Sk(x

∗)⟩

+ µ2α2
k∥G(x∗)∥2

≤(1− ταk)∥yk − x∗∥2 + µ2α2
k∥G(x∗)∥2

− 2µαk

〈
G(x∗), yk − x∗ − µαk[G(yk)−G(x∗)]

〉
≤(1− ταk)∥xk − x∗∥2 + µ2α2

k∥G(x∗)∥2

− 2µαk

〈
G(x∗), yk − x∗ − µαk[G(yk)−G(x∗)]

〉
.

Do �â,

aτ(k) ≤aτ(k)+1

≤(1− τατ(k))aτ(k) + µ2α2
τ(k)∥G(x∗)∥2

− 2µατ(k)⟨G(x∗), yτ(k) − x∗ − µατ(k)[G(yτ(k))−G(x∗)]⟩.

Suy ra

τaτ(k) ≤ −2µ⟨G(x∗), yτ(k)−x∗−µατ(k)[G(yτ(k))−G(x∗)]⟩+µ2ατ(k)∥G(x∗)∥2.

L÷u þ r¬ng

lim
k→∞

⟨G(x∗), yτ(k) − x∗ − µατ(k)[G(yτ(k))−G(x∗)]⟩ = ⟨G(x∗), x̂− x∗⟩ ≥ 0

vîi x̂ ∈ Sol(C,F ). Chuyºn qua giîi h¤n hai v¸ khi k → ∞, ta câ

lim
k→∞

aτ(k) = 0.

Tø (3.44) v  ak ≤ aτ(k)+1 vîi måi k, ta câ

lim
k→∞

aτ(k)+1 = lim
k→∞

ak = 0.
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V¼ vªy, c¡c d¢y {xk}, {yk} còng hëi tö v· nghi»m duy nh§t x∗ cõa b i to¡n

BV I(C,F,G).

3.2.3 Sai sè t½nh to¡n

Trong möc n y, chóng tæi tr¼nh b y v· sai sè t½nh to¡n cõa Thuªt to¡n

3.2, ¡p döng gi£i b i to¡n BV I(C,F,G). T¤i b÷îc l°p thù k ≥ 0, tø thuªt

to¡n ta t½nh �÷ñc c¡c ph¦n tû yk v  xk+1, gi£ sû∥∥∥∥yk − argmin
{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}∥∥∥∥ ≤ ϵ, (3.45)∥∥xk+1 − ΠC [y
k − µαkG(yk)]

∥∥ ≤ ϵ, (3.46)

sai sè ϵ th÷íng phö thuëc v o h» thèng m¡y t½nh cõa chóng tæi. Khi t½nh

to¡n tr¶n m¡y t½nh, c¡c d¢y {xk} v  {yk} ch÷a h¯n �¢ hëi tö v· nghi»m

x∗ cõa b i to¡n BV I(C,F,G). Vîi méi ν > 0, ph¦n tû xk t¤o ra bði

Thuªt to¡n 3.2 �÷ñc gåi l  ν−nghi»m cõa b i to¡n BV I(C,F,G) n¸u

∥xk+1 − xk∥ ≤ ν. V¼ th¸, vîi méi sè χ > 0, ta �ành ngh¾a tªp Solχ l  tªp

t§t c£ c¡c χ−nghi»m cõa b i to¡n BV I(C,F,G),

Solχ = {x̄ ∈ C : ∥xk+1 − xk∥ ≤ χ}.

�°t ŷk = argmin
{
1
2⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2∥x− xk∥2 : x ∈ C
}
,

x̂k+1 = ΠC [ŷ
k − µαkG(ŷk)].

Gi£ sû r¬ng tçn t¤i σ > 0 v  δ > 0 sao cho

C ⊆ B(x∗, σ), ⟨G(C), C⟩ := {⟨G(x), y⟩ : x, y ∈ C} ⊆ B(0, δ).

Chån c¡c h» sè tho£ m¢n �i·u ki»n (3.30) v 0 < ϵ < ϵ̄, ϵ̄2 > 4µαkδ + ϵ2(1 + τ)2,

Γη :=
ηϵ̄2

η+2τ1(Q) +
2τ1(Q)σ2

η+2τ1(Q) − 4µαkδ − ϵ2(1 + τ)2 − 2ϵ(1 + τ)σ.
(3.47)

Chó þ, limη→∞ Γη = ϵ̄2 − 4µαkδ − ϵ2(1 + τ)2 > 0, khi �â tçn t¤i c¡c h» sè

tho£ m¢n (3.47).
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�ành lþ 3.3. Gi£ sû r¬ng

(i) Sol(C,F ) ̸= ∅;

(ii) 2µαkδ ≤ ϵ2, �i·u ki»n (3.30) v  (3.47), v  c¡c gi£ thi¸t C1 − C2 �÷ñc

tho£ m¢n. Chån sè d÷ìng K sao cho

K >
4σ2

Γη
;

(iii) d¢y {xk} v  {yk} thu �÷ñc tø c¡c cæng thùc (3.2)-(3.46).

Khi �â, tçn t¤i mët sè tü nhi¶n j ∈ [0, K] sao cho

(a) ∥xj − yj∥ ≤ 2ϵ̄;

(b) ∥xk − yk∥ > 2ϵ̄, ∀k = 0, 1, ..., j − 1;

(c) xj ∈ Solϵ, ð �¥y ϵ := 2ϵ̄+ 3ϵ.

Chùng minh. Vîi méi k ≥ 0, �°t

x̄k+1 = ΠC [y
k − µαkF (yk)].

Tø Kh¯ng �ành 2 cõa �ành lþ 3.2, ta câ

∥x̂k+1 − x̄k+1∥ ≤ τ∥ŷk − yk∥ ≤ τϵ,

k¸t hñp vîi (3.46), ta câ

∥xk+1 − x̂k+1∥ ≤ ∥xk+1 − x̄k+1∥+ ∥x̄k+1 − x̂k+1∥ ≤ ϵ(1 + τ). (3.48)

Thay x bði x∗ ∈ C trong (3.32) v  ¡p döng vîi yk := ŷk ∈ C, ta câ

⟨Q(ŷk − x∗), x∗ − ŷk⟩+ ⟨Qx∗ + q, x∗ − ŷk⟩+ η⟨ŷk − xk, x∗ − ŷk⟩ ≥ 0,

v  do �â

⟨(Q+ ηI)(ŷk − x∗), x∗ − ŷk⟩+ η∥ŷk − x∗∥2 + η⟨ŷk − xk, x∗ − ŷk⟩ ≥ 0.

Chó þ r¬ng (Q + ηI) l  ma trªn x¡c �ành d÷ìng vîi η > −2τ1(Q), ⟨(Q +

ηI)x, x⟩ ≥ λ∥x∥2 vîi måi x ∈ Rn. D¹ th§y, λ = η + τ1(Q), k¸t hñp �i·u

n y vîi h¬ng �¯ng thùc

⟨a, b⟩ = 1

2

(
∥a+ b∥2 − ∥a∥2 − ∥b∥2

)
, ∀a, b ∈ Rn, (3.49)
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ta câ

2(η − λ)∥ŷk − x∗∥2 + η
(
∥xk − x∗∥2 − ∥ŷk − xk∥2 − ∥ŷk − x∗∥2

)
≥ 0.

Do �â,

∥ŷk − x∗∥2 ≤ η

2λ− η
∥xk − x∗∥2 − η

2λ− η
∥ŷk − xk∥2

=
η

η + 2τ1(Q)
∥xk − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥ŷk − xk∥2.

V¼ vªy

∥ŷk − x∗∥2 ≤ η

η + 2τ1(Q)
∥xk − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xk − ŷk∥2.

Ng÷ñc l¤i, tø t½nh khæng gi¢n cõa ΠC ,

∥ΠC(x)− ΠC(y)∥2 ≤ ⟨ΠC(x)− ΠC(y), x− y⟩,

vîi måi x, y ∈ Rn, ta câ

∥x̂k+1 − x∗∥2 =∥ΠC [ŷ
k − µαkG(ŷk)]− ΠC(x

∗)∥2

≤
〈
ΠC [ŷ

k − µαkG(ŷk)]− ΠC(x
∗), ŷk − µαkG(ŷk)− x∗

〉
=
〈
x̂k+1 − x∗, (ŷk − x∗)− µαkG(ŷk)

〉
=
〈
x̂k+1 − x∗, ŷk − x∗

〉
− µαk

〈
G(ŷk), x̂k+1 − x∗

〉
≤1

2
∥xk+1 − x∗∥2 + 1

2
∥ŷk − x∗∥2 − µαk

〈
G(ŷk), x̂k+1 − x∗

〉
.

Do �â,

∥x̂k+1 − x∗∥2 ≤ ∥ŷk − x∗∥2 − 2µαk

〈
G(ŷk), x̂k+1 − x∗

〉
.

V¼ c¡c ph¦n tû xk, ŷk, x̂k+1 thuëc tªp C ⊆ B(x∗, σ) n¶n

∥x̂k+1 − x∗∥2 ≤∥ŷk − x∗∥2 − 2µαk⟨G(ŷk), x̂k+1 − x∗⟩

≤ η

η + 2τ1(Q)
∥xk − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xk − ŷk∥2

− 2µαk⟨G(ŷk), x̂k+1 − x∗⟩

=∥xk − x∗∥2 + −2τ1(Q)

η + 2τ1(Q)
∥xk − x∗∥2 − η

η + 2τ1(Q)
∥xk − ŷk∥2

+ 2µαk⟨G(ŷk), x∗ − x̂k+1⟩
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≤∥xk − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− η

η + 2τ1(Q)
∥xk − ŷk∥2

+ 2µαk

[
|⟨G(ŷk), x∗⟩|+ |⟨G(ŷk), x̂k+1⟩|

]
≤∥xk − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− η

η + 2τ1(Q)
∥xk − ŷk∥2 + 4µαkδ.

K¸t hñp �i·u n y v  (3.48), ta câ

∥xk+1 − x∗∥2 ≤∥xk+1 − x̂k+1∥2 + 2∥xk+1 − x̂k+1∥∥x̂k+1 − x∗∥+ ∥x̂k+1 − x∗∥2

≤ϵ2(1 + τ)2 + 2ϵ(1 + τ)σ + ∥x̂k+1 − x∗∥2

≤∥xk − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− η

η + 2τ1(Q)
∥xk − ŷk∥2 + 4µαkδ

+ ϵ2(1 + τ)2 + 2ϵ(1 + τ)σ. (3.50)

Gi£ sû ph£n chùng r¬ng

∥xk − yk∥ > 2ϵ̄, ∀k = 0, 1, ..., K.

Tø (3.47), ta câ

ϵ̄ < 2ϵ̄− ϵ < ∥xk − yk∥ − ∥ŷk − yk∥ ≤ ∥ŷk − xk∥

Khi �â, tø (3.50) suy ra

∥xk+1 − x∗∥2 ≤∥xk − x∗∥2 + −2τ1(Q)σ2

η + 2τ1(Q)
− ηϵ̄2

η + 2τ1(Q)
+ 4µαkδ + ϵ2(1 + τ)2

+ 2ϵ(1 + τ)σ

=∥xk − x∗∥2 − Γη. (3.51)

N¸u nh÷ xi ∈ C ⊆ B(x∗, σ), tø (3.51) ta �÷ñc

4σ2 ≥
(
∥x0 − x∗∥+ ∥xK − x∗∥

)2
≥(∥x0 − x∗∥+ ∥xK − x∗∥)(∥x0 − x∗∥ − ∥xK − x∗∥)

=∥x0 − x∗∥2 − ∥xK − x∗∥2

=
K−1∑
k=0

(
∥xk − x∗∥2 − ∥xk+1 − x∗∥2

)
≥KΓη.
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Suy ra K ≤ 4σ2

Γη
, tr¡i vîi gi£ sû (ii). V¼ th¸, tçn t¤i sè tü nhi¶n j ∈ [0, K]

sao cho c¡c kh¯ng �ành (a) v  (b) l  �óng. B¬ng c¡ch chùng minh t÷ìng

tü nh÷ Kh¯ng �ành 1, ta câ

µαj⟨G(ŷj), x̂j+1 − x⟩ ≤ ⟨ŷj − x̂j+1, x̂j+1 − x⟩, ∀x ∈ C.

Thay th¸ x := ŷj ∈ C, ta câ

∥ŷj − x̂j+1∥2 ≤ µαj⟨G(ŷj), ŷj − x̂j+1⟩ ≤ 2µαjδ ≤ ϵ2.

Tø (3.45) v  (a), ta câ

∥ŷj − xj∥ ≤ ∥ŷj − yj∥+ ∥yj − xj∥ ≤ ϵ+ 2ϵ̄,

v  tø �â

∥xj+1 − xj∥ ≤∥x̂j+1 − xj∥+ ∥x̂j+1 − xj+1∥

≤∥x̂j+1 − ŷj∥+ ∥ŷj − xj∥+ ∥x̂j+1 − xj+1∥

≤3ϵ+ 2ϵ̄.

V¼ vªy, xj l  mët ϵ−nghi»m cõa b i to¡n BV I(C,F,G). Kh¯ng �ành (c)

�÷ñc chùng minh.

3.2.4 C¡c v½ dö t½nh to¡n

Trong ph¦n n y, chóng tæi tr¼nh b y mët sè v½ dö t½nh to¡n cho thuªt

to¡n (PCA), c¡c thû nghi»m �÷ñc lªp tr¼nh tr¶n ph¦n m·m MATLAB

R2014a vîi m¡y t½nh PC, Intel(R) Core(TM) i5-7360U CPU @ 2.30GHz

8.00GB Ram. B¶n c¤nh �â, chóng tæi so s¡nh hi»u qu£ cõa thuªt to¡n

(PCA) vîi c¡c thuªt to¡n d÷îi �¤o h m x§p x¿ (PV SA) cõa Maing² [59,

Algorithm 1] v  thuªt to¡n �¤o h m t«ng c÷íng (ExtrA) cõa P. N. Anh

v  cëng sü [3, Algorithm 2.1], trong tr÷íng hñp ¡nh x¤ gi¡ F l  gi£ �ìn

�i»u.

V½ dö 3.1. Chóng ta x²t b i to¡n BV I(C,F,G) trong khæng gian v²c tì

câ sè chi·u n = 10, ð �¥y ¡nh x¤ G : Rn → Rn �÷ñc l§y trong V½ dö 3 cõa

t i li»u [81],

G(x) = (arctan(x1), arctan(x2), ..., arctan(xn))
⊤ + Ex+ e,
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ð �¥y,

E =



2 −1 0 ... 0 0

−1 2 −1 ... 0 0

0 −1 2 ... 0 0
... ... ... . . . ... ...

0 0 0 ... 2 −1

0 0 0 ... −1 2


n×n

, e =



1− n
2

2− n
2

3− n
2

...
n
2 − 1

n
2


∈ Rn.

Cho tªp C = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b} v  ¡nh x¤ F : Rn → Rn �÷ñc cho bði

F (x) = Qx+ q, vîi c¡c v²c tì

a = (2.5, 4.2, 8.0, 3.7, 4.8, 12.7, 6.9, 8.2, 7.0, 10.2)⊤ ∈ Rn,

b = (5.6, 8.5, 11.4, 7.0, 5.5, 15.0, 8.8, 9.0, 10.2, 16.7)⊤ ∈ Rn,

v  ma tr»n Q, v²c tì q �÷ñc chån ng¨u nhi¶n nh÷ sau:

Q =



3 1 −2 0 ... 0 −10

1 −5 4 0 ... 0 −7

−2 4 6 0 ... 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 ... 6 3

−10 −7 0 0 ... 3 −9


n×n

, q =



n
2
n
3
n
4
...
n
10
n
11


∈ Rn.

Ta t½nh �÷ñc c¡c gi¡ trà ri¶ng nhä nh§t, lîn nh§t cõa Q v  E nh÷ sau:

τ1(Q) = −17.6513, τ2(Q) = 10.6287, τ1(E) = 0.0810, τ2(E) = 3.9190. Ta

th§y, ∇ arctan(t) = 1
1+t2 , vîi måi t ∈ R, n¶n G l  ¡nh x¤ �ìn �i»u m¤nh

tr¶n C vîi h» sè β = 0.0810 + 1
min{b(i):i=1,2,...,n} = 0.2061. �p döng �ành lþ

gi¡ trà trung b¼nh v  cæng thùc ∇ arctan(t) = 1
1+t2 , vîi måi t ∈ R, khi �â

tçn t¤i sè thüc ci ∈ (xi, yi) ⊆ (a(i), b(i)), sao cho

| arctan(xi)− arctan(yi)| =
1

1 + c2i
|xi − yi| (3.52)

≤ 1

1 + min{a2(i) : i = 1, 2, ..., n}
∥xi − yi∥.

(3.53)

Tø �â suy ra G li¶n töc Lipschitz vîi h» sè L = ∥E∥+ 1
1+16.72 = 3.9226. Ta

chån αk =
1

10+k , η = 210, µ = β
L2 , khi �â, c¡c tham sè tho£ m¢n �i·u ki»n
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(3.30). Ta gåi xk+1 sinh bði thuªt to¡n (PCA) l  mët ϵ−nghi»m cõa b i

to¡n BV I(C,F,G), n¸u ∥xk+1− xk∥ ≤ ϵ. Vîi sai sè ϵ = 10−3 v  �iºm khði

�¦u x0 = (3.5, 5.2, 9.0, 4.7, 5.8, 13.7, 7.9, 9.2, 8.0, 11.2)⊤, k¸t qu£ t½nh to¡n

�÷ñc tr¼nh b y trong H¼nh 3.3 v  B£ng 3.4, B£ng 3.5. Nghi»m x§p x¿ sau

138 b÷îc l°p nh÷ sau,

x138 =(4.9454, 7.2573, 8.0000, 6.5383, 5.5000, 12.7000, (3.54)

8.7190, 8.2000, 7.0000, 10.2000)⊤.

H¼nh 3.3: Sü hëi tö cõa d¢y {xk} trong v½ dö 3.1

V½ dö 3.2. Ta x²t b i to¡n BV I(C,F,G) trong khæng gian Rn, vîi ¡nh x¤

gi¡ G nh÷ V½ dö 3.1. Cho C = [a, b], a = (0, 0, ..., 0)⊤, b = (1, 2, ..., n)⊤ v 
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Test Prob. η αk No. Iter. CPU-Times/sec

1 200 1
k+10 25 2.7031

2 200 1
2k+10 27 2.9688

3 250 1
k+100 24 2.7031

4 250 1
3k+10 29 3.0313

5 350 1
4k+50 40 4.4063

6 400 1
5k+100 39 3.6563

7 500 1
k+100 55 5.5313

8 600 1
k+1000 67 7.3594

9 700 1
2k+10 60 5.7344

10 750 1
3k+50 80 8.2031

B£ng 3.4: V½ dö 3.1 vîi c¡c tham sè kh¡c nhau, µ = β
L2 .

Test Prob. 1 2 3 4 5 6 7

λ 0 1 0.5 0.2 0.35 0.4 0.75

CPU-Times/sec 19.5625 17.1719 19.5938 19.0469 19.2031 18.2500 17.8125

B£ng 3.5: V½ dö 3.1 vîi xu§t ph¡t �iºm x0 = λa+ (1− λ)b.

ma trªn Q, v²c tì q �÷ñc chån nh÷ sau:

Q =



0 0 0 ... 0

0 2 0 ... 0

0 0 0 ... 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 ... 1 + (−1)n


n×n

, q =


n+1
n+2
n+2
n+3
...
2n

2n+1

 ∈ Rn.

Khi �â, G l  �ìn �i»u m¤nh vîi h» sè β = τ1(E)+ 1
n v  li¶n töc Lipschitz

vîi h» sè L = ∥E∥+ 1
1+n2 . Tø τ1(Q) = 0 v  τ2(Q) = 2, ta câ F l  �ìn �i»u

tr¶n Rn. K¸t qu£ so s¡nh thuªt to¡n (PCA) vîi hai thuªt to¡n (ExtraA),

(PV SA) �÷ñc tr¼nh b y trong B£ng 3.6, vîi c¡c tham sè �÷ñc chån nh÷

sau:

- Thuªt to¡n (PCA): η = 200, αk = 1
15+2k , µ = β

L2 v  sai sè �÷ñc chån

nh÷ V½ dö 3.1.

- Thuªt to¡n (PV SA): Θ = 0, µ = 1, ϵk = 0, λk = 1
kν1 , αk = 1

kν2 , vîi

ν1 =
3
4 ∈ (12 , 1) v  ν2 =

1
5 ∈ (0, 1− ν1). Nh÷ thæng l», ta chån �i·u ki»n
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Sè chi·u n Iter. CPU − Time/sec

n Thuªt to¡n (PCA) (PV SA) (ExtrA) Thuªt to¡n (PCA) (PV SA) (ExtrA)

5 12 63 27 2.7813 6.0469 15.4531

10 17 402 38 5.4063 45.3281 29.0195

15 20 435 47 7.3594 61.5000 35.7027

20 32 549 55 13.8125 83.3906 55.0176

25 57 553 89 27.8125 85.5938 66.9275

30 63 671 102 33.4844 117.3125 92.0937

35 83 709 191 44.2188 137.0625 177.0951

40 127 733 280 73.4531 164.0938 203.9951

50 181 969 401 103.0469 243.1719 339.0401

60 741 1173 738 315.8281 399.4688 502.9437

B£ng 3.6: So s¡nh c¡c thuªt to¡n (PCA), (PV SA), (ExtrA) vîi �iºm khði �¦u

x0 = (1, 1, ..., 1)⊤ ∈ C ⊂ Rn v  ϵ = 10−3.

døng ∥xn+1 − xn∥ ≤ ϵ.

- Thuªt to¡n (ExtrA): δk = 1
2k + 7, ϵ̄k =

1
2k2+5 , βk =

1
7k+9 , αk =

3
4k+5 ,

γk = 1 − αk − βk v  λk = 1
250k+100 . Suy ra limk→∞ δk = limk→∞ ϵ̄k =

limk→∞ λk = limk→∞ αk = 0 v  limk→∞ βk = η ∈ (0, 12 ].

Tø k¸t qu£ so s¡nh t½nh to¡n, chóng ta câ mët sè nhªn x²t sau.

- Thuªt to¡n (PCA) r§t nh¤y vîi c¡c tham sè λk, µ v  αk, �i·u n y

�÷ñc tr¼nh b y trong B£ng 3.4;

- �iºm khði �¦u x0 v  tham sè λk £nh h÷ðng r§t nhi·u �¸n tèc �ë hëi

tö cõa thuªt to¡n (PCA), �÷ñc tr¼nh b y trong B£ng 3.4 v  B£ng 3.5;

- Khi sè chi·u t«ng l¶n, ta th§y c£ ba thuªt to¡n �·u t«ng �¡ng kº thíi

gian ch¤y m¡y, ch¯ng h¤n nh÷ n t«ng tø 5 l¶n 60, thíi gian ch¤y m¡y

cõa thuªt to¡n (PCA) tø 2.7813 t«ng l¶n 315.8281 gi¥y (B£ng 3.6);

- Trong t§t c£ c¡c thû nghi»m, ta th§y thuªt to¡n (PCA) �·u nhanh

hìn (PV SA) [59, Thuªt to¡n 1] v  ExtrA [3, Thuªt to¡n 2.1].



87

K¸t luªn Ch÷ìng 3

Trong Ch÷ìng 3, c¡c k¸t qu£ ch½nh �¤t �÷ñc nh÷ sau:

� X¥y düng thuªt to¡n chi¸u nîi läng (RLPA) thæng qua ph÷ìng ph¡p

nghi¶n cùu ¡nh x¤ nghi»m �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

vîi ¡nh x¤ gi¡ G tr¶n giao tªp �iºm b§t �ëng cõa mët ¡nh x¤ Ξ v 

tªp nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n vîi ¡nh x¤ gi¡ F .

� �· xu§t thuªt to¡n chi¸u co mîi (PCA), �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc

bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa ¡nh x¤ nghi»m BV I(C,F,G).

C¡c �ành lþ hëi tö �÷ñc ch¿ ra. Thuªt to¡n n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n kÿ

thuªt ph¥n t½ch DC v  ph²p chi¸u tr¶n mi·n r ng buëc C. C¡c k¸t

qu£ hëi tö v  t½nh to¡n thüc nghi»m �÷ñc x²t trong khæng gian Rn.

� L§y c¡c v½ dö sè cho c¡c thuªt to¡n (RLPA), (PCA), v  so s¡nh hi»u

qu£ vîi c¡c thuªt to¡n �¢ câ kh¡c, k¸t qu£ �÷ñc tr¼nh b y trong c¡c

H¼nh 3.2, B£ng 3.3 v  B£ng 3.6.
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K¸t luªn

Luªn ¡n tªp trung nghi¶n cùu c¡c ph÷ìng ph¡p gi£i b i to¡n b§t

�¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, c¡c thuªt to¡n gi£i mîi �÷ñc

nghi¶n cùu düa tr¶n ph÷ìng ph¡p l°p, ph÷ìng ph¡p chi¸u, kÿ thuªt qu¡n

t½nh, nguy¶n lþ b i to¡n phö v  c¡c kÿ thuªt trong Lþ thuy¸t tèi ÷u.

1. K¸t qu£ �¤t �÷ñc cõa luªn ¡n

(i) Thuªt to¡n lai gh²p co qu¡n t½nh (HICA) �÷ñc chóng tæi ph¡t triºn

tø kÿ thuªt l°p cõa Yamada, I. [83], k¸t hñp vîi kÿ thuªt qu¡n t½nh

�º gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ), ð �¥y mi·n r ng buëc Ω l  tªp �iºm b§t

�ëng cõa hå cõa hå væ h¤n c¡c ¡nh x¤ nûa co. ×u �iºm cõa thuªt

to¡n l  ch¿ sû döng ph÷ìng ph¡p t½nh to¡n x§p x¿, khæng sû döng

ph²p chi¸u, gâp ph¦n t«ng tèc �ë gi£i sè tr¶n m¡y t½nh. K¸t qu£ cõa

thuªt to¡n �¢ �÷ñc cæng bè trong cæng tr¼nh [CT1].

(ii) Thuªt to¡n x§p x¿ song song qu¡n t½nh (PIPA) �÷ñc x¥y düng tø kÿ

thuªt qu¡n t½nh v  t½nh to¡n song song, �º gi£i b i to¡n V IF (Ω, F ),

vîi ¡nh x¤ gi¡ F �ìn �i»u m¤nh v  li¶n töc Lipschitz, mi·n r ng buëc

Ω l  tªp �iºm b§t �ëng cõa m c¡c ¡nh x¤ nûa co. Chóng tæi �¢ ¡p

döng thuªt to¡n (PIPA) v o mæ h¼nh xû lþ £nh, �º phöc hçi c¡c bùc

£nh �¢ bà l m mí bði kiºu Gaussian ho°c kiºu Motion. Khi �â, chóng

tæi �¢ ch¿ ra ÷u �iºm cõa thuªt to¡n n y khi t½nh to¡n so s¡nh vîi mët

sè thuªt to¡n phöc hçi £nh kh¡c. K¸t qu£ cõa thuªt to¡n n y �÷ñc

cæng bè trong [CT3].

(iii) Thuªt to¡n nîi läng (RLPA) �÷ñc x¥y düng düa tr¶n sü k¸t hñp cõa

ph²p chi¸u trüc ti¸p l¶n mi·n r ng buëc C v  ph²p chi¸u nîi läng tr¶n

mët nûa khæng gian. Trong thuªt to¡n n y, chóng tæi �¢ ¡p döng t¼m
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nghi»m cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n giao cõa tªp �iºm

b§t �ëng cõa mët ¡nh x¤ v  tªp nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

kh¡c. K¸t qu£ n y �÷ñc cæng bè trong [CT4].

(iv) X²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng cõa

¡nh x¤ nghi»m BV I(C,F,G), chóng tæi x¥y düng thuªt to¡n chi¸u co

(PCA) tø ph²p chi¸u trüc ti¸p l¶n tªp C v  mët b i to¡n phö sû döng

kÿ thuªt ph¥n t½ch DC. Sü hëi tö cõa c¡c d¢y l°p tîi mët nghi»m tèi

÷u �¢ �÷ñc ch¿ ra. T½nh húu hi»u cõa thuªt to¡n �÷ñc t½nh to¡n thæng

qua c¡c v½ dö sè v  c¡c k¸t qu£ so s¡nh vîi c¡c thuªt to¡n kh¡c. Sü

hëi tö v  k¸t qu£ t½nh to¡n cõa thuªt to¡n (PCA) �÷ñc cæng bè trong

[CT2].

2. Mët sè h÷îng nghi¶n cùu ti¸p theo

B¶n c¤nh nhúng k¸t qu£ �¢ �¤t �÷ñc trong luªn ¡n, chóng tæi câ thº

nghi¶n cùu theo c¡c h÷îng ti¸p theo nh÷ sau:

� Nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n gi£i cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n

tr¶n tªp �iºm b§t �ëng, nh¬m c£i thi»n tèc �ë công nh÷ thíi gian t½nh

to¡n b¬ng c¡ch k¸t hñp c¡c ph÷ìng ph¡p l°p Mann, l°p Halpern, kÿ

thuªt t½nh to¡n song song,. . .

� �¡nh gi¡ sai sè v  tèc �ë hëi tö cõa mët sè thuªt to¡n �÷ñc �· xu§t

trong luªn ¡n, c¡ch chon bë tham sè �º câ �÷ñc sü hëi tö tèt hìn.

� Nghi¶n cùu c¡c thuªt to¡n mîi nh¬m gi£m nhµ c¡c �i·u ki»n �°t l¶n

c¡c ¡nh x¤ gi¡, �çng thíi gi£m bît c¡c ph²p chi¸u trong méi b÷îc l°p

cõa thuªt to¡n.

� Mð rëng gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n hai c§p th nh c¡c b i

to¡n nhi·u c§p hìn ho°c mi·n r ng buëc phùc t¤p hìn.
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