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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Khi nghiên cứu các bài toán biên cho một lớp phương trình đạo hàm

riêng vào năm 1966, lần đầu tiên Hartman, Ph. và Stampacchia, G. đã

đề cập đến mô hình bất đẳng thức biến phân. Từ đó, bài toán này được

biết đến với những ứng dụng thú vị như mô hình điểm cân bằng kinh

tế Nash, mô hình cân bằng mạng giao thông, mô hình định tuyến tối ưu

mạng truyền thông, lý thuyết trò chơi bất hợp tác, mô hình xử lý ảnh

và nhiều ứng dụng khác được Kinderlehrer, D. và Stampacchia, G. mô tả

trong cuốn sách “ An Introduction to Variational Inequalities and Their

Application” và trong một số tài liệu khác. Bài toán bất đẳng thức biến

phân chứa đựng nhiều lớp bài toán quen thuộc, chẳng hạn như lớp bài

toán tối ưu lồi khả dưới vi phân, bài toán điểm bất động Kakutani, bài

toán bù phi tuyến và một số mô hình khác.

Cho C là một tập cho lồi đóng khác rỗng của một không gian Hilbert

thực H và một ánh xạ F : H → H (thường được gọi là ánh xạ giá), bài

toán bất đẳng thức biến phân với ánh xạ giá F và miền ràng buộc C, ký

hiệu V I(C,F ), được phát biểu dưới dạng:

Tìm x∗ ∈ C sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ C.

Bài toán bất đẳng thức biến phân V I(C,F ) là một đối tượng nghiên cứu

phổ biến trong lĩnh vực Giải tích và Lý thuyết tối ưu. Hiện nay, tồn tại

hai hướng nghiên cứu chính về bài toán này. Thứ nhất là, nghiên cứu định

tính về sự tồn tại nghiệm và tính chất của tập nghiệm của bài toán. Các

kết quả nổi bật về hướng nghiên cứu này phải được nhắc đến với các nhóm
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nghiên cứu trong, ngoài nước của Yen, N.D. và cộng sự, của Khanh, P.Q.

và cộng sự, của Mordukhovich, B.S. và cộng sự và của nhiều tác giả khác.

Thứ hai là, nghiên cứu đề xuất các thuật toán giải và ứng dụng trực tiếp

với các mô hình cụ thể. Một trong các phương pháp thông dụng giải bài

toán này là phương pháp một phép chiếu, với sơ đồ lặp có dạng:x0 ∈ C,

xk+1 = ΠC [x
k − λF (xk)], ∀k ≥ 0.

Dưới giả thiết rằng, ánh xạ giá F là β−đơn điệu mạnh và L−liên tục

Lipschitz, λ ∈ (0, 2βL2 ), dãy {xk} hội tụ mạnh tới một nghiệm duy nhất x∗

của bài toán V I(C,F ).

Cho C là một tập con lồi, đóng và khác rỗng của không gian Hilbert

thực H, I = {1, 2, · · · , }, các ánh xạ Si : H → H, (i ∈ I). Trong luận án

này, chúng tôi nghiên cứu đề xuất các thuật toán mới giải bài toán bất

đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động, ký hiệu là V IF (Ω, F ), được

phát biểu như sau:

Tìm x∗ ∈ Ω sao cho ⟨F (x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (1)

ở đây Fix(Si) := {x ∈ H : x = Si(x)} và Ω = ∩i∈IFix(Si). Rõ ràng, khi

Si là ánh xạ đồng nhất, bài toán V IF (Ω, F ) được viết dưới dạng bài toán

bất đẳng thức biến phân thông thường V I(C,F ).

Khi Ω là tập điểm bất động của một ánh xạ không giãn S : H → H,

I. Yamada đã đề xuất thuật toán đường dốc gắn kết với dãy lặp khá đơn

giản sau: x0 ∈ H,

xk+1 = S(xk)− λF (S(xk)), ∀k ≥ 0.

Dưới giả thiết β−đơn điệu mạnh và L−liên tục Lipschitz của ánh xạ giá

F , và λ ∈ (0, 2βL2 ), dãy lặp {xk} hội tụ mạnh tới một nghiệm duy nhất

của bài toán V IF (Ω, F ). Mở rộng kết quả này của Yamada, I., Xu, H.K.

đưa ra thuật toán lặp xoay vòng với miền ràng buộc của bài toán thành

tập điểm bất động của các ánh xạ không giãn. Tiếp sau đó, Iemoto, S.

và Takahashi, W. nghiên cứu mở rộng thuật toán cho miền ràng buộc là
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vô hạn các ánh xạ không giãn. Một số kết quả nghiên cứu thú vị với ánh

xạ giá đơn điệu tổng quát và miền rằng buộc Ω là giao của các ánh xạ

giả co chặt (hoặc các ánh xạ tựa không giãn) được đề xuất bởi nhiều tác

giả, chẳng hạn như phương pháp xấp xỉ, phương pháp nới lỏng quán tính,

phương pháp chiếu dưới đạo hàm, phương pháp co quán tính và một số

phương pháp khác.

Như ta đã biết, một điểm x∗ ∈ C là nghiệm của bài toán bất đẳng thức

biến phân V I(C,G) (ở đây G : H → H) khi và chỉ khi nó là một điểm bất

động của ánh xạ nghiệm S : H → C như sau:

S(x) = ΠC [x− λG(x)], ∀x ∈ H,

ở đây λ > 0. Trong trường hợp này, bài toán bất đẳng thức biến phân trên

tập điểm bất động V IF (Ω, F ) với Ω := Fix(S), ký hiệu là BV I(C,F,G),

được phát biểu như sau:

Tìm u ∈ Ω sao cho ⟨F (u), x− u⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω,

ở đây Ω = {x∗ ∈ C : ⟨G(x∗), y − x∗⟩ ≥ 0, ∀y ∈ C}.
Bài toán V IF (Ω, F ) là một bài toán khó, vì miền ràng buộc Ω là giao

của các tập điểm bất động của các ánh xạ và không được cho dưới dạng

hiển. Theo hiểu biết của chúng tôi về các thuật toán hiện nay cho việc giải

bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động V IF (Ω, F ), có

một số điểm nổi bật sau:

- Sự hội tụ của các thuật toán đòi hỏi các giả thiết đơn điệu mạnh và

liên tục Lipschitz của ánh xạ giá F hoặc một số giả thiết đơn điệu

chính quy (khá phức tạp);

- Các thuật toán lặp chưa thực sự hiệu quả trên máy tính, khi miền

ràng buộc C phức tạp. Tại mỗi bước lặp trong một số thuật toán, dãy

lặp được tính là nghiệm của một bài toán bất đẳng thức biến phân

phụ khác. Sự hội tụ của thuật toán đòi hỏi tính chính xác các nghiệm

tại mỗi bước lặp, tuy nhiên, tính toán thực tế trên máy tính chỉ được

nghiệm xấp xỉ có sai số;
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- Thuật toán và tính toán ứng dụng vào các mô hình thực tế còn nhiều

hạn chế.

Với các lý do trên, chúng tôi chọn nghiên cứu đề tài luận án "Một

số phương pháp giải bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất

động". Với mục tiêu chính là đề xuất các thuật toán mới để giải bài toán

V IF (Ω, F ), chúng tôi đã nghiên cứu mở rộng các phương pháp trong tối

ưu và các kỹ thuật lặp điểm bất động, chẳng hạn như kỹ thuật lai ghép,

kỹ thuật quán tính, kỹ thuật lặp, kỹ thuật chiếu nới lỏng, . . .. Sự hội tụ

mạnh và yếu của các thuật toán đề xuất được chứng minh, các ví dụ có

tính chất minh họa và so sánh với các kết quả thông dụng khác được lập

trình tính toán trên phần mềm Matlab.

Nội dung của luận án được viết dựa trên kết quả của 4 bài báo, trong

đó 3 bài báo được xuất bản trên tạp chí SCIE xếp hạng Q2, 1 bài xuất

bản trên tạp chí Scopus xếp hạng Q3.

Ngoài các phần mục lục, danh mục các ký hiệu và chữ viết tắt, mở

đầu và tài liệu tham khảo, nội dung chính của luận án được chia thành 3

chương như sau:

� Chương 1: Bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động.

� Chương 2: Các kỹ thuật quán tính.

� Chương 3: Phương pháp ánh xạ nghiệm nới lỏng.
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Chương 1

Bài toán bất đẳng thức biến phân

trên tập điểm bất động

Trong chương mở đầu của luận án, chúng tôi nhắc lại môt số khái niệm

cũng như kiến thức cơ bản trong giải tích hàm và giải tích lồi, làm cơ sở để

nghiên cứu ở các chương sau. Bên cạnh đó, các khái niệm về bài toán bất

đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động, sự tồn tại nghiệm, các bổ

đề bổ trợ, mô hình xử lý ảnh và một vài phương pháp thường gặp để giải

bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động như: Phương

pháp lặp, phương pháp lai ghép đường dốc, phương pháp chiếu cũng được

chúng tôi trình bày trong chương này. Nội dung của chương 1 được viết

dựa trên một số kết quả trong các tài liệu tham khảo Phạm Ngọc Anh

(2015) Hoàng Tuỵ (2003), Bauschke, H.H., Combettes, P.L. (2011), Carl,

S., Le, V.K. (2021), Ding, X.P., Lin, Y.C., Yao, J.C. (2007),...
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1.1.1 Phép chiếu và ánh xạ đơn điệu

1.1.2 Bài toán bất đẳng thức biến phân

1.1.3 Bài toán điểm bất động

1.1.4 Một số bổ đề cơ bản

1.2 Bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động

1.2.1 Phát biểu bài toán và ví dụ

1.2.2 Một số trường hợp đặc biệt

1.2.3 Mô hình xử lý ảnh

1.2.4 Một vài thuật toán thông dụng giải bài toán V IF (Ω, F )
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Chương 2

Các kỹ thuật quán tính

Khi nghiên cứu mở rộng bài toán bất đẳng thức biến phân V I(C,F ),

Yamada, I. đã thay thế miền ràng buộc C bằng tập điểm bất động của

một ánh xạ, nghiệm của bài toán được tìm thông qua thuật toán lai ghép

đường dốc (HSDA). Từ phương pháp này, chúng tôi đề xuất thuật toán

(HICA) giải bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động

V IF (Ω, F ), thuật toán là sự kết hợp giữa kỹ thuật quán tính và phương

pháp lai ghép. Kết quả hội tụ mạnh được chứng minh trong một không

gian Hilbert thực H. Thuật toán (PIPA) là sự kết hợp giữa kỹ thuật tính

toán song song với kỹ thuật quán tính để giải bài toán bất đẳng thức biến

phân trên tập điểm bất động V IF (Ω, F ), ở đây Ω là giao các tập điểm

bất động của các ánh xạ nửa co Ω =
⋂

i∈J FixSi, J = {1, 2, . . . ,m}. Phần
cuối chỉ ra các tính toán minh hoạ, các ứng dụng trong mô hình xử lý ảnh

và các so sánh với một vài thuật toán thông dụng.

Nội dung chương này được viết dựa trên hai bài báo [CT1] và [CT3]

(Danh mục công trình có liên quan đến luận án).

2.1 Kỹ thuật lai ghép co quán tính

2.1.1 Thuật toán (HICA)

Cho F : H → H là ánh xạ giá và họ ánh xạ Si : H → H, ∀i ∈ I thỏa

mãn các giả thiết sau:

(A1) Ánh xạ F là β-đơn điệu mạnh và L-Liên tục Lipschitz;
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(A2) Với mỗi i ∈ I, Si là ξi−nửa co, thỏa mãn điều kiện (Z) và

Ω :=
⋂
i∈I

Fix(Si) ̸= ∅;

(A3) Với mọi k ≥ 0, các tham số dương βk, γk, τk, λk và µk thỏa mãn

0 < c1 ≤ βk ≤ c2 < 1, µk ≤ η,

αk ∈ (0, 1− ξk], infk αk > 0,

0 < γk < 1, lim
k→∞

γk = 0,
∑∞

k=1 γk = ∞,

lim
k→∞

τk
γk

= 0, λk ∈
(

β
L2 ,

2β
L2

)
, a ∈ (0, 1),√

1− 2λkβ + λ2
kL

2 < 1− a.

(2.1)

Thuật toán 2.1. Thuật toán lai ghép co quán tính (HICA)

Khởi đầu: Cho x0, x1 ∈ H bất kỳ. Tại bước lặp thứ k, k = 1, 2, . . ..

Bước 1. Tính hệ số quán tính

θk =

 min

{
µk,

τk
∥xk − xk−1∥

}
if ∥xk − xk−1∥ ≠ 0,

µk trường hợp còn lại,

(2.2)

Bước 2. Tính 

wk = xk + θk(x
k − xk−1),

S̄kw
k = (1− αk)w

k + αkSkw
k,

zk = (1− γk)S̄kw
k + γk

[
wk − λkF (wk)

]
,

S̄kz
k = (1− αk)z

k + αkSkz
k,

xk+1 = (1− βk)S̄kw
k + βkS̄kz

k.

(2.3)

Bước 3. Đặt k := k + 1 và quay lại Bước 1.

2.1.2 Định lý hội tụ

Định lý 2.1. Giả sử rằng các giả thiết (A1), (A2) và (A3) được thỏa mãn.

Khi đó, dãy lặp {xk} cho bởi Thuật toán 2.1 hội tụ mạnh tới nghiệm duy

nhất x∗ của bài toán V IF (Ω, F ).
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2.1.3 Các ví dụ tính toán

Trong mục này, chúng tôi trình bày một số thí nghiệm giải số trên máy

tính để minh họa cho sự hội tụ của thuật toán (HICA) và so sánh với hai

thuật toán: Thuật toán chiếu song song (PPA) của Anh, P.N. với đồng

nghiệp và thuật toán lai ghép đường dốc (HSDA) của Yamada, I.

2.2 Kỹ thuật xấp xỉ song song quán tính

2.2.1 Thuật toán (PIPA)

Cho x0, x1 ∈ H và các tham số thỏa mãn điều kiện sau

a ∈ (0, 1), {λk} ⊂ [a, â] ⊂
(
0,

2β

L2

)
,√

1− 2λkβ + λ2
kL

2 < 1− a,

ζk ∈ (0, 1),
∞∑
k=1

ζk = ∞, lim
k→∞

ζk = 0,

0 ≤ τk ≤ ζ2k , µk > 0,

γk,i ∈ (b, b̂) ⊂ (0, 1−max{βi : i ∈ J}).

(2.4)

Bước 1: Tính :

wk = xk + αk(x
k − xk−1), (2.5)

với

αk =

 min

{
τk

∥xk − xk−1∥
, µk

}
nếu ∥xk − xk−1∥ ≠ 0,

µk trường hợp còn lại.

(2.6)

Bước 2: Tính uki = (1− γk,i)w
k + γk,iSiw

k.

Đặt tk = uki0, ở đây i0 ∈ argmax
{∥∥uki − wk

∥∥ , i ∈ J
}
.

Bước 3: Tính

xk+1 = (1− ςk) t
k + ςk

[
tk − λkF

(
tk
)]

. Đặt k = k + 1 và quay lại bước 1.

2.2.2 Định lý hội tụ

Định lý 2.2. Cho F : H → H là ánh xạ β−đơn điệu mạnh và L−liên tục

Lipschitz và họ Si : H → H là các ánh xạ βi−nửa co và nửa đóng tại 0
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với mọi i ∈ J . Dưới điều kiện (2.4) và Ω ̸= ∅, dãy {xk} hội tụ mạnh về

nghiệm duy nhất x∗ của bài toán V IF (Ω, F ).

2.2.3 Áp dụng vào mô hình phục hồi ảnh

Trong phần này, chúng tôi áp dụng thuật toán (PIPA) để phục hồi các

bức ảnh trong không gian Euclidean H = Rs, thuật toán phục hồi ảnh có

dạng sau:

Thuật toán 2.2. Chọn điểm khởi đầu là x0, x1 bất kỳ trong Rs.

Bước 1: Tính

wk = xk + αk(x
k − xk−1),

với

αk =

 min

{
τk

∥xk − xk−1∥
, µk

}
nếu ∥xk − xk−1∥ ≠ 0,

µk trường hợp còn lại.

(2.7)

Bước 2: Tính

uki = (1− γk,i)w
k + proxϵif2 (I − ϵi∇f1)

(
wk

)
.

Đặt tk = uki0, trong đó i0 ∈ argmax
{∥∥uki − wk

∥∥ : i ∈ J
}
,

Bước 3: Tính

xk+1 = (1− ςk) t
k + ςk

[
tk − λkF

(
tk
)]

.

Đặt k = k + 1 và quay lại bước 1.
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Chương 3

Phương pháp ánh xạ nghiệm nới

lỏng

Khi nghiên cứu ánh xạ nghiệm cho bài toán bất đẳng thức biến phân,

chúng tôi phát triển dựa trên một số kết quả về tính không giãn mà

Yamada, I. đã chỉ ra, chúng tôi đề xuất các kết quả mới về tính chất tựa

không giãn của các ánh xạ nghiệm nới lỏng. Ánh xạ nghiệm là một sự

mở rộng của phép chiếu trên tập C thành phép chiếu trên một nửa không

gian. Khi đó, chúng tôi xây dựng được thuật toán chiếu nới lỏng (RLPA)

để giải cho bài toán bất đẳng thức biến phân, ở đây, miền ràng buộc là

giao của tập điểm bất động và tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến

phân khác. Kết quả này đã được công bố trong [CT4] (Danh mục các công

trình liên quan đến luận án). Hơn nữa, chúng tôi đề xuất thuật toán chiếu

co (PCA) để giải bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất

động của ánh xạ nghiệm BV I(C,F,G) trong Rn. Các kết quả này được

công bố trong [CT2]. Ứng dụng của thuật toán (RLPA) và (PCA) với các

tính toán minh hoạ và so sánh với các thuật toán khác được chỉ ra trên

phần mềm Matlab.
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3.1 Phương pháp chiếu nới lỏng

3.1.1 Thuật toán (RLPA)

Bằng sự kết hợp giữa phép chiếu thông thường và phép chiếu nới lỏng

lên nửa không gian, chúng tôi xây dựng thuật toán (RLPA) để giải bài

toán bất đẳng thức biến phân hai cấp, được phát biểu như sau:

Cho C là một tập con lồi, đóng, khác rỗng trong không gian Hilbert

thực H và cho các ánh xạ F : H → H, G : H → H và Ξ : H → H.

Tìm u ∈ Ω sao cho ⟨G(u), x− u⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (3.1)

ở đây, tập Ω = Fix(Ξ)∩Sol(C,F ), trong đó tập điểm bất động Fix(Ξ) =

{x ∈ H : x = Ξx}, còn tập Sol(C,F ) là tập nghiệm của bài toán V I(C,F ).

Các hàm giá F , G và dãy các tham số thoả mãn một số giả thiết sau:

(B1) Tập Ω khác rỗng;

(B2) Ánh xạ giá F là giả đơn điệu, LF−liên tục Lipschitz và liên tục yếu

trên C;

(B3) Ánh xạ giá G là β−đơn điệu mạnh và LG−liên tục Lipschitz;

(B4) Ánh xạ Ξ là không giãn và thỏa mãn tính chất I −S nửa đóng tại 0;

(B5) Với mọi số tự nhiên k ≥ 0, các tham số dương ξk, γk, τk, αk, τ và ν

thỏa mãn các điều kiện sau:

ν ∈ (0,min{1, 1
LF

}), a ∈ (0, 1− νLF ),

b > 0, ξk ∈
(
b,min

{
1
LF

,
√

ν
LF

})
, ξ = lim

k→∞
ξk,

γk ∈
(
0,min

{
1−ξ2kL

2
F

2 , 1−νLF−a
2

})
,

τk ∈ (c, d) ⊂ (0, 1), τ ∈ (0, 2β
L2
G
),

αk ∈ (0, 1), lim
k→∞

αk = 0,
∞∑
k=0

αk = ∞.

Thuật toán 3.1. (Thuật toán chiếu nới lỏng (RLPA))

Chọn x0 ∈ H, k = 0, ν > 0, chọn các dãy số dương {ξk}, {γk}, {τk} và

{αk},
Bước 1. Tìm hình chiếu

yk = ΠC [x
k − ξkF (xk)],
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Bước 2. Tính wk = xk − νξkF (yk) và tk = τkz
k + (1− τk)Ξz

k, ở đây

zk =

wk − dk
∥xk−ξkF (xk)−yk∥2 (x

k − ξkF (xk)− yk) nếu dk > 0,

wk trường hợp còn lại,

với dk = ⟨xk − ξkF (xk)− yk, wk − yk⟩ − γk∥yk − xk∥2,
Bước 3. Tính xk+1 = tk − αkτG(tk). Đặt k := k + 1 và quay lại Bước 1.

3.1.2 Ánh xạ nghiệm

Với mỗi x ∈ H và ξ > 0, ta gọi S : H → C là ánh xạ nghiệm của bài

toán V I(C, F ), được cho như sau:

Sx = ΠC [x− ξF (x)]. (3.2)

Ta đã biết x ∈ C là nghiệm của bài toán V I(C,F ) nếu và chỉ nếu nó là

điểm bất động của ánh xạ nghiệm S. Cho γ > 0, ta gọi nửa không gian

Hx như sau:

Hx =
{
w ∈ H : ⟨x− ξF (x)− Sx,w − Sx⟩ ≤ γ∥x− Sx∥2

}
. (3.3)

Gọi K là tập nghiệm của bài toán V I(C, F ). Từ định nghĩa của phép

chiếu ΠC và từ (3.2), ta có:

⟨x− ξF (x)− Sx, y − Sx⟩ ≤ 0, ∀y ∈ C,

do đó:

⟨x− ξF (x)− Sx, y − Sx⟩ ≤ γ∥x− Sx∥2, ∀y ∈ C.

Khi đó, C ⊂ Hx với mọi x ∈ H. Mặt khác, với mỗi z ∈ H, thì hình chiếu

của z trên Hx được cho dưới dạng hiển như sau:

ΠHx
(z) =

z − ⟨x−ξF (x)−Sx,z−Sx⟩−γ∥x−Sx∥2
∥x−ξF (x)−Sx∥2 (x− ξF (x)− Sx) nếu z /∈ Hx,

z trường hợp còn lại.

(3.4)

Tiếp theo, ta định nghĩa ánh xạ nghiệm T : H → H của bài toán VI(C,F ),

như sau:

Tx = ΠHx
[x− νξF (Sx)], (3.5)
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với tham số ν > 0.

Bổ đề sau chỉ ra một số tính chất quan trọng của ánh xạ nghiệm T và

S.

Bổ đề 3.1. Giả sử tập K khác rỗng, là tập nghiệm của của bài toán

VI(C,F ). Ta có các khẳng định sau:

(i) Nếu F là tựa đơn điệu trên K và L−liên tục Lipschitz, ξ ∈ (0, 1
L), γ ∈

(0, 1−ξ2L2

2 ) và ν ∈
(
ξ2L,min

{
1−2γ
L , 1

})
, khi đó T là tựa không giãn

mạnh trên K. Hơn nữa, với mọi x ∈ H, x∗ ∈ K,

∥Tx− x∗∥2 ≤∥x− x∗∥2 − ν(1− νL− 2γ)∥x− Sx∥2

− (ν − ξ2L)∥Tx− Sx∥2 − (1− ν)∥Tx− x∥2. (3.6)

(ii) Nếu F là η−tựa đơn điệu mạnh ngược trên K, thì S là tựa không giãn

mạnh trên K với điều kiện m ∈ ( ξ
2η , 1 − 2γ), γ ∈ (0, 12) và 0 < ξ <

2η(1− 2γ). Hơn nữa, với mọi x ∈ C,

∥Sx− x∗∥2 ≤∥x− x∗∥2 − 2ξ

(
η − ξ

2m

)
∥F (x)− F (x∗)∥2

− (1−m− 2γ)∥x− Sx∥2.

(iii) Nếu F là ζ− tựa đơn điệu mạnh trên K và L− liên tục Lipschitz trên

H, thì S là tựa co với hằng số δ := 1√
1+2ξζ−ξ2L2

∈ (0, 1), với ξ ∈ (0, 2ζ
L2 ).

3.1.3 Định lý hội tụ

Các bổ đề sau được sử dụng để chứng minh sự hội tụ của dãy lặp trong

thuật toán (RLPA).

Bổ đề 3.2. Cho {xk} và {yk} là hai dãy số sinh ra bởi Thuật toán 3.1 và

gọi x∗ ∈ K. Khi đó, với các giả thiết (B1), (B2) và (B4), ta có khẳng định

sau:

∥zk − x∗∥2 ≤ ∥xk − x∗∥2 − ν(1− νLF − 2γk)∥xk − yk∥2

− (ν − ξ2kLF )∥zk − yk∥2 − (1− ν)∥zk − xk∥2. (3.7)
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Bổ đề 3.3. Giả sử dãy {xk} được sinh bởi thuật toán (RLPA) là bị chặn

và {xkj} ⊂ {xk} sao cho xkj ⇀ x̄, thoả mãn lim
j→∞

∥xkj − ykj∥ = 0 với {ykj}

là dãy con tương ứng. Khi đó, x̄ ∈ Sol(C,F ).

Định lý 3.1. Cho các ánh xạ giá F và G thỏa mãn các giả thiết (B1),

(B2), (B3), (B4) và các tham số thoả mãn điều kiện (B5), hai dãy số {xk}
và {yk} trong thuật toán (RLPA) hội tụ mạnh đến nghiệm duy nhất u của

Bài toán 3.1.

3.1.4 Tính toán minh hoạ

3.2 Phương pháp chiếu co

3.2.1 Thuật toán (PCA)

Ta xét bài toán bất đẳng thức biến phân hai cấp BV I(C,F,G), như

sau:

Tìmx∗ ∈ Sol(C,F ), sao cho ⟨G(x∗), x− x∗⟩ ≥ 0, ∀x ∈ Sol(C,F ), (3.8)

ở đây, ánh xạ giá F : C → Rn sao cho F (x) = Qx+ q, ma trận Q ∈ Rn×n

là ma trận phản đối xứng, q ∈ Rn là một véc tơ, được chọn sao cho F là

giả đơn điệu và miền ràng buộc C được cho như sau

C = {x ∈ Rn : Ax ≥ b} ,

trong đó, A ∈ Rm×n là một ma trận và véc tơ b ∈ Rm. Ánh xạ giá G : C →
Rn thoả mãn điều kiện

(C1) G đơn điệu mạnh với hệ số β > 0,

⟨G(x)−G(y), x− y⟩ ≥ β∥x− y∥2, ∀x, y ∈ C;

(C2) G liên tục Lipschitz với hệ số L > 0,

∥G(x)−G(y)∥ ≤ L∥x− y∥, ∀x, y ∈ C.

Thuật toán 3.2. Thuật toán chiếu co (PCA)
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Bước 1. Cho x0 ∈ C, η > 0 và
τ := 1−

√
1− µ(2β − µL2)

η > max

{
−6τ1(Q),

L∥Q∥(L+
√

L2−β2)

β2 , −2τ1(Q)(β2+L2)
β2

}
,

µ ∈
(
0, 2βL2

)
, αk ∈

(
0, 2µβ−2τ

µ2L2−τ2

)
,

∞∑
k=0

αk = ∞,
∞∑
k=0

α2
k < ∞.

(3.9)

Bước 2. (k = 0, 1, ...) Tính yk

yk = argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}
, (3.10)

xk+1 = ΠC

[
yk − µαkG(yk)

]
.

Bước 3. Đặt k := k + 1, quay lại Bước 2.

3.2.2 Định lý hội tụ

Định lý sau chỉ ra sự hội tụ của Thuật toán 3.2.

Định lý 3.2. Giả sử các hàm giá F, G thoả mãn các giả thiết (C1), (C2),

các dãy {xk} và {yk} trong Thuật toán 3.2 hội tụ mạnh tới nghiệm duy

nhất x∗ của bài toán BV I(C,F,G).

3.2.3 Sai số tính toán

Trong mục này, chúng tôi trình bày về sai số tính toán của Thuật toán

3.2, áp dụng giải bài toán BV I(C,F,G). Tại bước lặp thứ k ≥ 0, từ thuật

toán ta tính được các phần tử yk và xk+1, giả sử∥∥∥∥yk − argmin

{
1

2
⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2
∥x− xk∥2 : x ∈ C

}∥∥∥∥ ≤ ϵ, (3.11)∥∥xk+1 − ΠC [y
k − µαkG(yk)]

∥∥ ≤ ϵ, (3.12)

sai số ϵ thường phụ thuộc vào hệ thống máy tính của chúng tôi. Khi tính

toán trên máy tính, các dãy {xk} và {yk} chưa hẳn đã hội tụ về nghiệm

x∗ của bài toán BV I(C,F,G). Với mỗi ν > 0, phần tử xk tạo ra bởi

Thuật toán 3.2 được gọi là ν−nghiệm của bài toán BV I(C,F,G) nếu

∥xk+1 − xk∥ ≤ ν. Vì thế, với mỗi số χ > 0, ta định nghĩa tập Solχ là tập
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tất cả các χ−nghiệm của bài toán BV I(C,F,G),

Solχ = {x̄ ∈ C : ∥xk+1 − xk∥ ≤ χ}.

Đặt ŷk = argmin
{
1
2⟨Qx, x⟩+ ⟨q, x⟩+ η

2∥x− xk∥2 : x ∈ C
}
,

x̂k+1 = ΠC [ŷ
k − µαkG(ŷk)].

Giả sử rằng tồn tại σ > 0 và δ > 0 sao cho

C ⊆ B(x∗, σ), ⟨G(C), C⟩ := {⟨G(x), y⟩ : x, y ∈ C} ⊆ B(0, δ).

Chọn các hệ số thoả mãn điều kiện (3.9) và0 < ϵ < ϵ̄, ϵ̄2 > 4µαkδ + ϵ2(1 + τ)2,

Γη :=
ηϵ̄2

η+2τ1(Q) +
2τ1(Q)σ2

η+2τ1(Q) − 4µαkδ − ϵ2(1 + τ)2 − 2ϵ(1 + τ)σ.
(3.13)

Chú ý, limη→∞ Γη = ϵ̄2 − 4µαkδ − ϵ2(1 + τ)2 > 0, khi đó tồn tại các hệ số

thoả mãn (3.13).

Định lý 3.3. Giả sử rằng

(i) Sol(C,F ) ̸= ∅;

(ii) 2µαkδ ≤ ϵ2, điều kiện (3.9) và (3.13), và các giả thiết C1 − C2 thoả

mãn. Chọn số dương K sao cho

K >
4σ2

Γη
;

(iii) dãy {xk} và {yk} thu được từ các công thức (3.2)-(3.12).

Khi đó, tồn tại một số tự nhiên j ∈ [0, K] sao cho

(a) ∥xj − yj∥ ≤ 2ϵ̄;

(b) ∥xk − yk∥ > 2ϵ̄, ∀k = 0, 1, ..., j − 1;

(c) xj ∈ Solϵ, ở đây ϵ := 2ϵ̄+ 3ϵ.
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3.2.4 Các ví dụ tính toán

Trong phần này, chúng tôi trình bày một số ví dụ tính toán cho thuật

toán (PCA), các thí nghiệm được lập trình trên phần mềm MATLAB

R2014a với máy tính PC, Intel(R) Core(TM) i5-7360U CPU @ 2.30GHz

8.00GB Ram. Bên cạnh đó, chúng tôi so sánh hiệu quả của thuật toán

(PCA) với các thuật toán dưới đạo hàm xấp xỉ (PV SA) của Maingé và

thuật toán đạo hàm tăng cường (ExtrA) của Anh, P.N. và cộng sự, trong

trường hợp ánh xạ giá F là giả đơn điệu.
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Kết luận

Luận án tập trung nghiên cứu các phương pháp giải bài toán bất

đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động, các thuật toán giải mới được

nghiên cứu dựa trên phương pháp lặp, phương pháp chiếu, kỹ thuật quán

tính, nguyên lý bài toán phụ và các kỹ thuật trong Lý thuyết tối ưu.

1. Kết quả đạt được của luận án

(i) Thuật toán lai ghép co quán tính (HICA) được chúng tôi phát triển

từ kỹ thuật lặp của Yamada, I. kết hợp với kỹ thuật quán tính để giải

bài toán V IF (Ω, F ), ở đây miền ràng buộc Ω là tập điểm bất động

của vô hạn các ánh xạ nửa co. Ưu điểm của thuật toán là chỉ sử dụng

phương pháp tính toán xấp xỉ, không sử dụng phép chiếu, góp phần

tăng tốc độ giải số trên máy tính. Kết quả của thuật toán đã được

công bố trong công trình [CT1].

(ii) Thuật toán xấp xỉ song song quán tính (PIPA) được xây dựng từ kỹ

thuật quán tính và tính toán song song, để giải bài toán V IF (Ω, F ),

với ánh xạ giá F đơn điệu mạnh và liên tục Lipschitz, miền ràng buộc

Ω là tập điểm bất động của m các ánh xạ nửa co. Chúng tôi đã áp

dụng thuật toán (PIPA) vào mô hình xử lý ảnh, để phục hồi các bức

ảnh đã bị làm mờ bởi kiểu Gaussian hoặc kiểu Motion. Khi đó, chúng

tôi đã chỉ ra ưu điểm của thuật toán này khi tính toán so sánh với một

số thuật toán phục hồi ảnh khác. Kết quả của thuật toán này được

công bố trong [CT3].

(iii) Thuật toán nới lỏng (RLPA) được xây dựng dựa trên sự kết hợp của

phép chiếu trực tiếp lên miền ràng buộc C và phép chiếu nới lỏng trên

một nửa không gian. Trong thuật toán này, chúng tôi đã áp dụng tìm
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nghiệm cho bài toán bất đẳng thức biến phân trên giao của tập điểm

bất động của một anh xạ và tập nghiệm của bất đẳng thức biến phân

khác. Kết quả này được công bố trong [CT4].

(iv) Xét bài toán bất đẳng thức biến phân trên tập điểm bất động của

ánh xạ nghiệm BV I(C,F,G), chúng tôi xây dựng thuật toán chiếu co

(PCA) từ phép chiếu trực tiếp lên tập C và một bài toán phụ sử dụng

kỹ thuật phân tích DC. Sự hội tụ của các dãy lặp tới một nghiệm tối

ưu đã được chỉ ra. Tính hữu hiệu của thuật toán được tính toán thông

qua các ví dụ số và các kết quả so sánh với các thuật toán khác. Sự

hội tụ và kết quả tính toán của thuật toán (PCA) được công bố trong

[CT2].

2. Một số hướng nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh những kết quả đã đạt được trong luận án, chúng tôi có thể

nghiên cứu theo các hướng tiếp theo như sau:

� Nghiên cứu các thuật toán giải cho bài toán bất đẳng thức biến phân

trên tập điểm bất động, nhằm cải thiện tốc độ cũng như thời gian tính

toán bằng cách kết hợp các phương pháp lặp Mann, lặp Halpern, kỹ

thuật tính toán song song,. . .

� Đánh giá sai số và tốc độ hội tụ của một số thuật toán được đề xuất

trong luận án, cách chon bộ tham số để có được sự hội tụ tốt hơn.

� Nghiên cứu các thuật toán mới nhằm giảm nhẹ các điều kiện đặt lên

các ánh xạ giá, đồng thời giảm bớt các phép chiếu trong mỗi bước lặp

của thuật toán.

� Mở rộng giải bài toán bất đẳng thức biến phân hai cấp thành các bài

toán nhiều cấp hơn hoặc miền ràng buộc phức tạp hơn.
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