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MG dau

Luan an trinh bay mot s6 két qua mdi vé dieu kién t6i wu, quan he déi ngdu va tinh 6n dinh
vi phan cho mot s6 16p bai toan t6i wu da muc tieu.

Luan an gdom 4 chuong. Chuong 1 trinh bay céc kién thic co ban vé Giai tich bién phan, Giai
tich 161 va mot s6 phép tinh trong Gidi tich khoang. Chuong 2 nghién cttu vé cac dieu kién t6i
uu va quan he déi ngau cho nghiem tya hitu hieu (Pareto) xap xi ctia bai toan t6i uu da muc
tieu khong tron nita vo han gia tri khodng. Chuong 3 trinh bay vé cac diéu kién toi uu va quan
hé d6i ngau cho nghiem httu hi¢u (Pareto) ctia bai todn t6i wu da muc tiéu phan thic gia tri
khoang vé6i dit lieu Lipschitz. Chuong 4 khéo sat tinh 6n dinh vi phan cho bai todn t6i wu da
muc tiéu 16i phu thuoc tham s trong cac khong gian hitu han chiéu.

Cac két qua chinh ctia luan an bao gom:

1) Thiét lap cac diéu kién can va diéu kien du t6i wu kiéu Karush-Kuhn-Tucker (viét tat 1a
KKT) cho cac nghiem tya hitu hieu xap xi ctia bai toan t6i uu da muc tieu khong tron nita vo
han gia tri khoang.

2) Thiét lap cac quan he dbi ngau (ddi ngau yéu, déi ngdu manh, ddi ngdu nguge) kieu Mond-
Weir cho cdc nghiém tiya hitu hiéu xap xi ctia bai toan t6i wu da muc tiéu khong tron ntta vo
han gia tri khoang.

3) Thiét lap cac dicu kién can va diéu kieén du téi wu kieu KKT cho cac nghiém hitu hiéu clia
bai toan t6i uu da muc tiéu phan thitc gia tri khodng véi dit lieu Lipschitz.

4) Thiét lap cac quan hé dbi ngau (d6i ngau yéu, dbéi ngdu manh, déi ngau nguoe) kiéu Mond-
Weir cho cac nghiém hittu hiéu ciia bai toan toi uu da muc tiéu phan thic gia tri khoang.

5) Thiét lap cac cong thitc tinh toan dudi vi phan va ddéi dao ham clia dnh xa diém hitu hicu

clia cac bai toan t6i uu da muc tiéu 16i ¢6 tham s6 trong khong gian httu han chiéu.



Chuong 1
Kién thitc chuan bi

Trong chuong nay, ching ta sé trinh bay mot s6 kién thitc co ban vé Giai tich bién phan, Giai

tich 161 va mot sb6 phép tinh trong Giai tich khoang dé sit dung cho cac chuong sau.

1.1 Nén phap tuyén co ban

Trong muc nay, ta trinh bay lai khai niém nén phap tuyén Fréchet/chinh quy, nén phép tuyén
cd ban/qua giéi han/Mordukhovich; két qua vé tinh nén phép tuyén chinh quy, nén phap tuyén
co ban ctia tich Descartes ctia hai tap hop, clia giao cac tap hop; tinh nén phéa tuyén co ban

thong qua tap chan hinh chiéu.

1.2 Duéi vi phan

Phan nay dimg dé nhic lai khai niem dudi vi phan Fréchet/chinh quy, dudi vi phan co ban/qua
gi6i han/Mordukhovich va duéi vi phan suy bién; céc két qua tinh toan dudi vi phan clia ham
chi, cia ham kha vi chit, du6i vi phan cia mot téng/ max ctia mot ho httu han ham Lipschitz

dia phuong, dudi vi phan cua thuong hai ham Lipschitz dia phuong.

1.3 Do6i dao ham

Muc nay dimg dé trinh bay khéai niem ddi dao ham Fréchet, ddi dao ham co ban/qua gi6i
han/Mordukhovich (theo huéng) ctia 4nh xa da tri va cac quy téc tinh toan déi dao ham clia

cac anh xa da tri.

1.4 Khoang va quan hé thw tu

Trong muc nay, ching ta nhac lai mot s6 dinh nghia va tinh chat trong giai tich khoang.



Chuong 2

Pieu kién t6i vu va quan hé déi ngau
cho nghiém xap xi cua bai toan toi uu

da muc tiéu nua vo han gia tri khoang

Trong chuong nay, chiing t6i trinh bay cac két qua mdi vé dieu kién t6i wu va quan he déi ngau
cho cac nghiem xap xi cia bai toan téi wu da muc tiéu nita vo han gia tri khoang c6 dang sau:
LU-Min £(z) = (fi(@), - fnl2)) (SIVP)
voi rang buoc z € F:={zx € Q : ¢(x) <0,t € T},
§do fi: R - K., i € I :={1,...,m}, la cdc ham gia tri khodng dugc xac dinh béi f;(z) =
[fE(x), fV(x)], voi fL, f7: R® — R la cac ham Lipschitz dia phuong thod man ff(x) < fV(z)
véi moi x € R" vai € I, IC. 1a 16p cac khoang déong va bi chan trong R, ¢;: R* - R, t € T, 1a
cac ham Lipschitz dia phuong, T' 14 mot tap bat ky (c6 thé vo han), va 13 mot tap con déng
khac rong cia R™.

Céc két qua clia chuong nay duge viét dya trén bai bao [CT1].

2.1 Nghiém tua hiu hiéu xap xi

Cho €&, €V i € I, 1a cac 6 thuc thod man 0 < eF < €V véitat cai € [ vadat € := (€1,...,En),

§do & = [k, Y.

Dinh nghia 2.1. Cho 7 € F. Ta noi rang
(i) z 1a mot nghiem &-tya hitu hiéu (Pareto) kieu-1 cia (SIVP), ky hieu béi 7 € £-S7(SIVP),
néu khong ton tai x € F sao cho
f1<x> <Lu fz(f)_&HJ;_jH? ViGI,

fk(l’) <LUu fk(J_I) — 5k||I - J_ZH, vOi it Ilhét mC)t k el
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(ii) Z 1a mot nghiem &-tya hitu hiéu (Pareto) kiéu-2 ciia (SIVP]) va ky hieu béi z € £-SI(SIVP)),

néu khong ton tai z € F sao cho

filw) <pv fi(7) = &llx — 7], Viel,

fe(z) <5y fr(Z) — Ellr — z||,  voi it nhat mot & € 1.
(iii) Z 1a mot nghiem &-tya hitu hiéu (Pareto) yéu kiéu-1 cia , ky hieu bdi
Fe £S1EIVE),
néu khong ton tai x € F sao cho f;(z) <pv fi(z) — Ellz — Z||, Vi e I.
(iv) z 1a mot nghiem E-twa hitu hieu (Pareto) yéu kiéu-2 ctia , ky hiéu bdi
7 € £-53" (SIVP).
néu khong ton tai x € F sao cho f;(z) <8 fi(z) — &Ellz — z||, Vi € I.

Luu § réng, néu € = 0, tic 1, & = €V = 0, 4 € I thi khéi niém ctia mot nghiem E-tya hitu
hiéu kiéu-1 (tuong tng, nghiem E-tya hiu hidu kiéu-2, E-tua hitu hiéu yéu kiéu-1, E-tua hitu
hi¢u yéu kiéu-2) dinh nghia & trén triing véi khai niem mot nghiém hau hiéu kiéu-1 (tuong tng,

nghiém hiau hiéu kiéu-2, nghiém hiu hiéu yéu kiéu-1, nghiém hiu hiéu yéu kiéu-2 ).

2.2 Diéu kién t6i uu
2.2.1 Diéu kién can

Cho R'f‘ la tap cdc ham s6 pu: T — R, 14y gia tri gy := p(t) = 0 v6i tat cd ¢t € T trit mot s6
hitu han diém. Tap nhan ti& rang budc hoat tai 7 € Q duge ky hiéu béi
A(z) == {,LL € ]R'fl D ege(T) =0, Vte T} :

V6i mdi p € A(z), dat T(p) :={t €T : u; # 0}.
Dé nhan duge céc diéu kién can t6i wu kitu KKT cho céc nghiém tya hitu hieu xap xi ciia

(SIVP)), ta xét dieu kién chinh quy sau:

Dinh nghia 2.2. Cho Z € F. Ta néi ring z man diéu kién chudan héa rang budc qua gidi han

néu dieu kién sau thoéa méan

N(a‘:;}")g U [ZMtagt(f)

peA(z) Leer

+N(7:Q). (LCQ)

Chi ¥ rang diéu kien (LCQ)) da dugc stt dung rong rai trong nhiéu tai licu va noé téng quat cac

diéu kien chuan hoéa rang buoc quen thuoc nhu diéu kien Mangasarian-Fromovitz va diéu kién
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chuan hoa kiéu Farkas-Minkowski (xem, chang han, B.S. Mordukhovich, Variational Analysis
and Generalized Differentiation, Vol. 1: Basic Theory, Springer, Berlin, 2006; T.D. Chuong, D.S.
Kim, J. Optim. Theory Appl. 160 (2014), 748-762; L.G. Jiao, D.S. Kim, Y. Zhou, Optim. Lett.
15 (12021), 1759-1772).

Dinh 1i 2.1. Cho T € F wva gid st rang T théa man (LCQ)). Néu z € £-S§*(SIVP)), thi ton tai
MoV eRT wdi 3, (AE+AY) =1, va p € A(Z) sao cho

0e Z [/\z‘Lafz‘L(f) + )‘zUafiU<‘,f)} + Zﬂtagt(j)

el teT

+ Y (A + AV el) Bra + N(7:9). (2.1)

el
2.2.2 Diéu kién du

Trong phan tiép theo, chiing ta trinh bay cac diéu kién du cho cac nghiém tya hitu hieu xap
xi cia (SIVP)). Ta nhic lai khai niém 16i suy rong va 10i suy rong chat trong bai bao cia T.D.
Chuong, D.S. Kim, J. Optim. Theory Appl. 160 (2014), 748-762

Dinh nghia 2.3. (i) Ta n6i rang (f, gr) 1a l0i suy rong trén Q tai T € € néu véi bat ky
reQ, 2t eofl(z), 22V eofV(z),i€l,vaz; € 0g(Z),t €T, ton tai v € [N(7;Q)]°

thda man

' ' (2.2)
)

(ii) Ta n6i rang (f,gr) 1a 107 suy mong chdt trén Q tai T € Q néu v6i bat ky z € Q\ {z},
2t e ofF(z), 22V € 0fY(z),i € I, vax; € 0g;(T), t € T, ton tai v € [N(Z;Q)]° théa man

va (b, 0) < |lw — 7|, Vb € Bga.

Nhan xét 2.1. Ta thiy ring néu Q 1a 16i va fF, fV, i € I, va g, t € T, 1a 16i (tuong tng,
161 chit), thi (f, gr) 1a 161 suy rong (tuong ting, 10i suy rong chat) tren  tai bat ky z € Q véi
v = x — 7. Hon nita, ton tai nhitng vi du chi ra rang 16p cac ham 16i thie sy chita trong 16p céc
ham 16i suy rong (xem, chang han, T.D. Chuong, D.S. Kim, J. Optim. Theory Appl. 160 (2014),

748-762, Example 3.2 va T.D. Chuong, D.S. Kim, Positivity 20 (2016), 187-207, Example 3.12).



Dinh nghia 2.4. (i) Tanoéirang (f, gr) 1a E-gid tua 107 suy rong trén Q tai T € Q néu véi bat
ky x € Q, 2t € off(z), 22V € 0fY(z),i € I, vax} € Dgy(Z), t € T, ton tai v € [N(7;Q)]°
thoa man

(it + el e =zl > 0= fH(2) > fH(@) — € |l — ||, Vie ],
(V) +etlle =z 2 0= [ (2) > f(@) — el e — 2|, Vi € 1,
gi(x) < gu(T) = (z,v) <OVL T,

va (b*,v) < ||z —z, Vb* € Bga.

(ii) Tanéirang (f, gr) 1a E-gid tua loi suy rong chat trén Q tai 7 € Q néu véi bat ky z € Q\{z},
b eofl(z), 2V € ofY (z),i €I, vax} € 0g,(T), t €T, ton tai v € [N(z;Q)]° thod man

(=) el e -zl 2 0= fi(2) > ff(2) — & o~z Vi e I,

)

(U v) ez =2 > 0= f(x) > f7(z) — e ||z — 2|, Vi € I, (2.4)
2.
gt(z) < ge(T) = (x},v) <0O,Vt €T,

va (b*,v) < ||z — 7|, Vb* € Bga.

Nhan xét 2.2. T dinh nghia, ta dé thay rang néu (f, gr) 1a 16i suy rong (tuong ting, chat)
tren Q tai £ € Q, thi véi bat ky € = (€1,...,En), 6d6 & = [l 4], 0 < ek <V iel, (f,gr)

la £-gi tya 16i suy rong (tuong tng, chit) tren Q tai 7 € Q. Hon nita, 16p cac ham 16i suy rong

(ch#t) thyc sy chita trong 16p cac ham E-gia tua 16i suy rong (chit).

Dinh 1i 2.2. Cho z € F va gid st rang ton tai Ao, AV € R vdi Y, (N4 AY) =1, va p € A(z)
thod man ([2.1).

(i) Néu (f,gr) la E-gid tua loi suy rong trén Q tai T, th T € £-S3(SIVP)).

(i) Néu (f, gr) la E-gid tua loi suy rong chat trén Q tai T, thh & € E-SE(SIVP) va do dé ta cé
7 € £-SI(STVP) va z € £-5™ (STVD).

Nhan xét 2.3. (i) Theo Nhan xét va T.Q. Son, N.V. Tuyen, C.-F. Wen, Acta. Math.
Vietnam 45 (2020), 435-448, Example 3.2, ta thiay rang mot minh diéu kién (2.1)) khong
dt dé dam bao 7 13 mot nghiem £-tya hitu higu (yéu) ctia (SIVP) néu tinh E-gia tua 16i

suy rong (chat) (f,gr) trén Q tai & bi vi pham.

(ii) Néu (f,gr) la E-gid tua 101 suy rong trén 2 tai T € F va ton tai A¥, AV € R véi AF >
0,\) >0,Viel, Y, . ;A +A) =1, va p € A(Z) thod man (2.1)), thi z € £-S{(SIVP).

(iii) Vi 16p cac ham E-gia tya 16i suy rong (chat) 1a thyc sy rong hon 16p cdc ham 161 suy rong
(chat), cac két qua trén ctia chiing toi trong Dinh 1y [2.1] tong quat héa va cai tién cac két
qua tuong ting trong T.D. Chuong, D.S. Kim, Positivity 20 (2016), 187-207; L.G. Jiao, D.S.
Kim, Y. Zhou, Optim. Lett. 15 ( 2021), 1759-1772; T.Q. Son, N.V. Tuyen, C.-F. Wen, Acta.
Math. Vietnam 45 (2020), 435-448; N.V. Tuyen, Investigacion Oper. 42 (2021), 223-237.



2.3 Quan hé déi ngau

2.3.1 Dbi ngau yéu
Véi y € R™, (AL, AV) € R™ x R\ {(0,0)}, va e R dat
Ly, NN ) = fly) = (W), A @) @), fa@)]) -
V6i bai toan goc , ta xét bai toan déi ngau sau theo nghia cia Mond—Weir (dugc phat
biéu duéi dang xap xi):
max  L(y, \“, A, p) (SIVDyrw)
v6i rang buoc (y, A", AV, 1) € Farw,
4 do, tap chap nhan dude duge dinh nghia béi
Faw = {(y, N0, 1) € Q x R x R™ x R
0> INOfFw) + N OfF )]+ mdgi(y) + > _(Are!

icl teT el

+ A e )Brn + N(y; Q), uge(y) > 0,t € T, Z(A’L +A) = 1}'

icl
Dinh 1y sau mo ta cac quan hé déi ngau yéu cho cac nghiém tya hitu hiéu xap xi gita bai
toan goc (SIVP)) va bai toan déi ngau (SIVD ).

Dinh 1i 2.3 (Tinh £-d6i ngdu yéu). Cho z € F va (y, N\ AV u) € Faw.
(i) Néu (f,gr) la E-gid tua 107 suy rong trén Q taiy, thi
f(@) Azy Ly, XX 1) = €l =y
(ii) Néu (f,gr) la E-gid tua l0i suy rong chat trén Q taiy, thé thi

fla) Zrv Ly, A" A, p) = Ellz —y]l.

Ta c6 thé chi ra rang tinh tya gia 16i suy rong xap xi ctia (f, gr) trén Q duge sit dung trong
Dinh Iy 2.3 khong thé bo dugc.

2.3.2 Dbi ngdu manh

Trong muc nay, chiing ta trinh bay mot dinh 1y vé méi quan hé déi ngdu manh gitta bai toin
gbc (SIVP)) va bai toan dbi ngau (SIVD ).

Dinh 1i 2.4 (Tinh £-d6i ngdu manh). Cho T la mét nghiém E-tua hiu hiéu yéu kiéu-2 cia
(SIVP) va gid st rang dieu kien (LCQ) théa man tai diém nay. Khi do, ton tai \F,\V € R,
va fi € A(x) sao cho (2, XL NV i) € Fuw, f(Z) = L(z,\L, AV, ). Hon nita,
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i) néu (f,gr) la E-tua gid 107 suy rong trén Q tai T, thi (T, \*, AV, ) la mot nghiém &-tua
g g Y g 1% g
hitu hiéu yéu kiéu-2 cia (SIVDyw)).

(ii) néu (f,gr) la E-tua gid loi suy rong chdt trén Q tei T, thy (2, \F, AV, ) la mot nghiém
E-tua hitu hiéu kiéu-1 cia (SIVDaywl).
2.3.3 Déi ngau ngudgc

Phan nay danh dé trinh bay quan hé d6i ngdu ngudc ciia cac nghiem tya hitu hieu xap xi gitta
bai toan goc (SIVP)) va bai toan ddi ngau (SIVD ).
Dinh Ii 2.5 (Tinh déi ngdu ngugc). Cho (Z, AL, AV, 1) € Farw.
(i) Néuz € F va (f,gr) la E-tua gid 107 suy rong trén Q tai T, th T la mot nghiém E-tua hitu
hiéu yéu kicu-2 cia (SIVP).

(ii) Néuz € F va (f,gr) la E-tua gid 107 suy rong chit trén Q tai T, thy T la mot nghiém E-tua

hitu hieu kiéu-1 cia (SIVD)).



Chuong 3

N

Pieu kién t6i vu va quan hé déi ngau
trong t6i wu da muc tiéu phan thic gia
tri khoang

Trong chuong nay, chiing toi sé trinh bay vé cac diéu kién tdi wu va quan hé déi ngau cho cac

nghiém hitu hiéu ctia bai toan t6i wu da muc tiéu phan thic véi cac ham nhan gia tri khoang:

i Py o= (B0 hal)
LU—Min F(x) : (gl(x>,...,gm(x)) (FIMP)

véi rang buoc z € Q:={xr e S : h;j(z) <0,j=1,...,p},

6 do fi,9;: R" = K., i € I :={1,...,m}, la cdc ham gia tri khodng dugc dinh nghia tuong
g béi fi(x) = [ff(2), f(2)], gi(x) = [g] (2), g (x)], & A6, fF, 7, gf.97: R" — R la cdc ham
Lipschitz dia phuong va thoa man ff(z) < fY(x) va

0 < g'(x) < g/ ()

v6i moi v € S va i € I, K. la 16p cac khoang déng va bi chan trong R, h;: R" — R,
j € J := {1,...,p}, 1a cAc ham Lipschitz dia phuong, va S la mot tap con déng khac
rong trong R™.

Céc két qua clia chuong nay duge viét dya trén bai bao [CT2].

3.1 Nghiém t6i vu

Dé cho cac phat bi¢u duge don gian, sau day, ching ta luon gid thiét ring fL(x) >0, Vo € S
vai € [. V6imoéii e [ vax e R", dat Fi(x) == % Theo dinh nghia, ta c6

) _ {fi;(x) f5<as>] |




Dinh nghia 3.1. Cho 7 € Q. Ta néi rang

(i) z 14 mot nghiém hitu hieu kiéu-1 ctia (FIMP)), ky hieu béi 7 € S;(FIMP]), néu khong ton

tai € ) sao cho
Fi(r) <pv Fi(z), Viel,
Fy(z) <pv Fi(z), v6i it nhat mot & € 1.
(ii) Z 1& mot nghiém hitu hiéu kiéu-2 cia (FIMP)), ky higu béi € So(FIMP)), néu khong ton
tal z € €2 sao cho
Fi(z) <o Fi(z),  Viel,
Fy(z) <3, Fr(z),  voi it nhat mot &k € 1.
(iii) Z 1a mot nghiém hitu hiéu yéu kiéu-1 ctia (FIMP)), ki hicu béi z € Sp(FIMP]), néu khong

ton tai x € Q sao cho Fy(z) <py Fi(z), Viel.

(iv) Z 1a mot nghiém hiu hieu yéu kiéu-2 cia (FIMP)), ky hieu béi z € SY(FIMP)), néu khong
ton tai € Q sao cho Fy(z) <% Fi(z), Viel.

3.2 Diéu kién t6i uu
3.2.1 Dieéu kién can

Ching ta bat dau véi mot két qua ve dieu kieén can toi uu dang Fritz-John cho cac nghiém hitu
hiéu yéu kiéu-2 ciia bai toan (FIMP).

Dinh li 3.1. Néu z € S¥(FIMP)), thi ton tai A\ >0, A\ >0,i €I, vap; >0,j € J vdi
Zie[(A’iL + )‘?) + Zje] p; =1, sao cho

0e >t forta) - Lo o)

iel Z 9 (I)

+3 2 [ )~ Doyt

iel z
+Zujah]~<f)+N(ae;s>, oy (2) =0, je (31)
jeJ

Quan hé nhan duge trong (3.1]) goi ¥ cho ching t6i dinh nghia mot dicu kién kicu Karush—
Kuhn-Tucker (KKT) khi lién hé véi cdc nghiém hitu hiéu ctia bai toan (FIMP)).

Dinh nghia 3.2. Cho 7 € Q. Ta néi rang z thod man diéu kién toi vu KKT néu (3.1]) thod
man véi A} >0, A/ > 0,4 € I, vapu; >0, j € Jsao cho 3, (AF + X))+ 30, =1 va
(AL XYY #£(0,0), 6 do AL = (AE o AE) va AV .= (WY, .. 0\,
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Dé nhan dugc céac diéu kien t6i wu kicu KKT cho cac nghiem hitu hiéu ctia bai toan (FIMP)),

ching ta can diéu kién chuan héa rang budc quen thuoc sau.

Dinh nghia 3.3. Cho 7 € Q. Ta néi ring # thoéa man dicu kien chuan héa rang buoc (CQ)) néu
khong ton tai p; > 0, j € J(Z) khong dong thoi bang khong sao cho
0€ Y pohi(x)+ Nz 5), (CQ)
jeJ(z)

6do J(z):={jeJ : g;j(z) =0}

Cht y riang dicéu kieén chuan héa rang buoc & trén kéo theo diéu kién chuan héa rang
budc Mangasarian-Fromovitz c6 dién khi cac ham hq, ... ,hp la kha vi chat tai 2 va § = R™,
xem, ching han, B.S. Mordukhovich, Variational Analysis and Generalized Differentiation, Vol.2:
Applications, Springer, Berlin, 2006; T.D. Chuong, N.Q. Huy, J.-C. Yao, STAM J. Optim. 20
(2009), 1462-1477.

Dinh 1i 3.2. Néu 7 € SY(FIMP) va dieu kién chudan héa rang buoc (CQ) thod man tai T, thi

thod man diéu kién toi vu KKT.

Ta c6 thé chi ra ring két luan ctia Dinh 1y 3.2| ¢6 thé khong con ding nita néu diéu kién chuan
hoa rang buoc (CQ)) khong thod man.

3.2.2 Diéu kién du

Trong phan nay, ta trinh bay cac diéu kien du cho cdc nghiem hitu hieu ctia (FIMP). Dé nhan
duge cac diéu kien du nay, ching ta can gidi thieu cac khai niem vé tinh 16i suy rong (chit) tai
mot diém cho truée déi véi mot ho cac ham Lipschitz dia phuong. Dinh nghia sau duge lay ¥
tudng tir bai bao cia T.D. Chuong, D.S. Kim, Positivity 20 (2016), 187-207.

Dinh nghia 3.4. (i) Ta n6i rang (F, h) 1a 10i suy rong trén S tai T € S néu v6i bat ky z € S,
vl e 0fF(z), x3¥ € OfY(z), yit € 0t gk (z), iV € 0TgY(7), i € I, va z; € 0hy(7), j € J,
ton tai v € [N(z;9)]° thod man

(ii) Ta noéi rang (F,h) 1a loi suy rong chat trén S tai T € S néu véi bat ky = € S\ {7},
vt € off (@), wV € 0f) (), yi* € 079l (2), yi¥ € 0%g/ (), i € I, va z} € Ohy(x), j € J,
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ton tai v € [N(z;S)]° thod man

fH) = fH@) > (it v), Viel,
f (@) = [ (@) > (2, v), Yiel,
gi (@) — g7 () < (y;*v), Viel,
g (x) = gi () < (y;",v), Viel,

Nhan xét 3.1. Ta thay rang néu S 1a 16i va fF, fV, —gF, —g”, i € I, va h;, j € J, 1a cac
ham 161, thi (F,h) la 16i suy rong trén S tai bat ky z € S véi v = = — 7. Hon ntta, 16p céc
ham 16i suy rong la thyc sy chita 16p cdc ham 16i; xem, chang han, T.D. Chuong, D.S. Kim, J.
Optim. Theory Appl. 160 (2014), 748-762, Example 3.2 va T.D. Chuong, D.S. Kim, Positivity
20 (2016), 187-207, Example 3.12.

Dinh 1i 3.3. Cho z € Q thod man dieu kién toi wu KKT .
(i) Néu (F,h) la loi suy rong trén S tai T thh © € SY(FIMP)).

(ii) Néu (F,h) la loi suy rong chat trén S tai T thi © € S;(FIMP)) va do dé z € So(FIMP) va
7 € S*(FIMD).

Nhan xét 3.2. Diéu kien ([3.1]) khong dit ddm béo cho mot diém chap nhan duge 1a nghiem t6i
wu hitu hieu ctia (FIMP]) néu tinh 16i suy rong (chat) ctia (F,h) tai diém dang xét khong dugc
thdéa man.

3.3 Quan hé déi ngau

Véi y € R”, (A%, V) € (RT x R™), \ {(0,0)} va € R, ta dit

Ly, \" AV, 1) = F(y) = (FL(y),-- -, Fn(y)),

G do

B W) W)
Bl = 9i(y) [gf’(y)’ gf(y)]  2E L

Bai toan déi ngau sau theo nghia ctia Mond-Weir ctia bai toan (FIMP)) c¢6 dang sau:

LU—max L(y, \",\Y, p) (FIMD prw)

v6i rang buoc (y, Y, AV, 1) € Qunw,
& do tap chap nhan duce Quw dude xac dinh béi

O = {(y,AL,)\U,M) €S xR x R" x R :
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0ed’ UA’L [Wf(y) - f’é(y)a*gf (y)]

et 90 W) 97 ()

L TR () p . |
+iezlgiL ® [8fi () g}(y)a 9i (y)] +j§€;ujahj(y)+ N(y: S),
D mihsla) 2 0, 3SOF A+ 3wy = LAY £ (0,0)},

Dinh nghia 3.5. Cho (3, A", \Y, i) € Qpw. Ta néi ring
(i) (7, \Y, AV, @) 1a mot nghiém hitu hiéu kiéu-1 cta , ky hiéu bdi
(5, A", AY, i) € Si(FIMD yw)),
néu P (y, \!, AV, 1) € Quw sao cho
Ly, N A 1) 2o Ly, N2 A7, ).
(ii) (g, A", AV, i) 1a mot nghiém hitu hiéu yéu kiéu-2 cia (FIMDaw]), ky hieu béi
(N, i) € Sy (FMD),
néu A (y, \*, AV, i) € Qprw sao cho

L(g, X", AV, ) =55 Ly, A5 AV, ).

3.3.1 Déi ngau yéu

Dinh 1y sau mo t4 cac moi quan hé d6i ngau yéu giita bai toan goc (FIMP)]) va bai toan ddi ngau
(FIMD ).

Dinh Ii 3.4 (Tinh d6i ngau yéu). Cho x € Q va (y, \E, NV, u) € Quw.
(i) Néu (F,h) la loi suy rong trén S taiy thi
F(z) A Ly, A" A7, ).
(ii) Néu (F,h) la loi suy rong chat trén S tai y thi
F(z) Ao L(y, X227, ).
Luu § rang, néu tinh 16i suy rong cia (F,h) tréen S khong duge théa méan thi két luan cia
Dinh 1§ [3.4] ¢6 thé khong ding.
3.3.2 Dbi ngdu manh

Trong muc nay, ching ta trinh bay mot dinh 1§ mo ta quan he déi ngdu manh gita bai toan goc

(FIMP)) va bai toan déi ngau (FIMD ).
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Dinh 1i 3.5 (Tinh déi ngdu manh). Gid st rang = € SY(FIMP)) va dieu kién chuan héa ring
buoc (CQ) duge thod man tai diem nay. Khi dé, ton tai (AN, AV) € (RT x R7T)\ {(0,0)}, va
i € RE sao cho (2, AL, AV i) € Quw va F(z) = L(2, AL, AV, ). Hon niia,

(i) Néu (F,h) la loi suy rong trén S tai T thy (2, \F, AV, i) la nghiem hitu hiéu yéu kiéu-2 cia
(FTMD ).

(ii) Néu (F,h) la loi suy rong chat trén S tai T thi (2, \*, AV, [i) la mot nghiém hitu hiéu kiéu-1
cua FIMDMW .

Nhan xét 3.3. Dicu kién chuan hoa rang buoc (CQ) dong vai tro quan trong trong thiét lap
cac két qua doi ngau ¢ Dinh ly . Néu diéu kien (CQ)) khong thod man tai mot nghiem hitu
hieu yéu kiéu-2 ctia (FIMP)), thi céc quan hé déi ngdu manh trong Dinh 1y c6 thé khong con

ding nia.

3.3.3 Déi ngau ngudgc

Trong muc cudi ctia chuong nay, chiing toi sé thiét 1ap cac quan hé déi ngau nguge cho cac

nghiém hitu hiéu ctia bai toin goc (FIMP)) va bai toan déi ngau (FIMD ).
Dinh Ii 3.6 (Tinh dbi ngdu nguge). Cho (Z, AL, AV, 1) € Q.

(i) Néuz € Q va (F,h) la loi suy rong trén S tai T, thi T la mot nghiem hitu hiéu yéu kiéu-2
cua (FIMP)).

(ii) Néu z € Q va (F,h) la loi suy rong chat trén S tai T, thi T la mot nghiém hitu hiéu kiéu-1

cua (FIMP)).
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Chuong 4

Tinh 6n dinh vi phan cua bai toan toi

vu da muc tiéu 16i phu thuoc tham sé

Trong chuong nay, chiing toi trinh bay cac két qua vé tinh 6n dinh vi phan ctia bai toan t6i uu
da muc tiéu 16i phu thudc tham sb trong cac khong gian hitu han chiéu. Cu thé, ching ta nhan
duge cong thiic chinh xac dé tinh toan duéi vi phan co ban ctia anh xa diém hitu hieu F cta
bai toan duge xét ma chi doi hoi gid thiét vé tinh troi. T cic két qua dat duge, ta dua ra mot
diic trung cho tinh tya K-Lipschitz clia anh xa diém hitu hiéu. Hon nita, ching ta dat dude cac
cong thitc dé uéc lugng/tinh toan déi dao ham co ban ctia F ma khong can dén cac gia thiét
lien quan dén anh xa S dude dinh nghia trong (4.14). Phan cudi ciing dua ra mot s6 tng dung
clia cac két qua thu duge cho cic 16p bai toan toi wu phu thude tham sé6 véi rang buoc toan ti
va rang buoc can bang.

Céc két qua ctia chuong nay duge trinh bay dya trén bai bao [CT3].

4.1 Mot sd quy tic tinh toan déi dao ham cta cac anh xa da tri 16i
Cho H(x) := Hy(z) x Hy(x), 6 d6 Hy : R* = R™, Hy : R™ =2 R® la céc anh xa da tri. Ta c¢6 cong
thic tinh cho déi dao ham ctia anh xa H.

Meénh dé 4.1. Cho H, : R® = R™ H, : R* = R® la cdc dnh za da tri 10i chinh thuong va
H :R" = R™ x R® la mot dnh za da tri loi dugc dinh nghia bdi H(z) := Hy(x) X Ho(x). Gid

thiét rang dieu kién chinh quy sau thod man
ri (dom Hy) Nri(dom Hy) # . (4.1)
Khi dé, vdi bat ky (Z,y) € gph H va v € R™ x R®, ta c6
D*H(Z, ) (v)=D"Hi(Z,41)(v1) + D" Ha(Z, 32) (v2), (4.2)
d do v = (v1,v9) vay = (Y1,Y2) vdi g1 € H1(T),y2 € Ha(T).
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Hé qua 4.1. Gid thiét rang Hy : R® = R® la mot dnh za da tri 10i chinh thuong va H : R" =
R" x R® la mot dnh za da tri duge dinh nghia bdi H(x) = {z} x Hy(z). Khi dé, vdi bat ky
(Z,(%,72)) € gph H va (v1,v5) € R" x R® ta ¢d

D H(z,(Z,92))(v1,v2) = v1 + D" Ha(Z, §a)(v2). (4.3)
Dinh nghia 4.1. Mot anh xa da tri H: R® = R™ dudc goi 1a K -loi néu trén do thi ctia né theo
n6n K 1a 161, tiic 1a, v6i moi z,u € R" va A € [0, 1],

AH(z)+ (1= MNH(u) C HAx + (1 — Mu) + K.

R6 rang, mdi anh xa da tri 16i cling 1a K-16i, nhung diéu nguge lai khong ding.
Trong phan con lai ciia muc nay, ching toi sé trinh bay mot két qua vé moi quan he giita
duéi vi phan co ban clia mot 4nh xa don tri K-16i va duéi vi phan (theo nghia ctia Giai tich 10i)

ctiia anh xa vo huéng hoa tuong ting.
Meénh dé 4.2. Néu h : R* — R™ la mot dnh za don tri K-10i va T € R" thi
Oh(z, h(Z))(v) = d{v, h)(Z), Vv € K*.

Hon nita, néu h la khd vi Fréchet tai T thy Oh(z, h(Z))(v) = Vh(Z)*(v), Yv € K*, ¢ d6 Vh(Z)*

la todn ti lién hop cia Vh(Z).

4.2 Duéi vi phan co ban ctia anh xa diém hitu hiéu

Tt day trd vé sau, ching ta gia thiét rang K 1a mot non loi, déng, nhon va chinh thudng trong
R™, f:R* x R® = R™ la mot dnh za don tri K-loi, va C : R® = R" la mot dnh za da tri loi.

Xét bai todan toi wu da muc tiéu loi phu thuoc tham sé6 sau

Ming{f(p, ) : = € C(p)}, (VPy)

G do x 1a bién quyét dinh, p 1a tham so nhiéu, f 1& ham muc tiéu, C' 1 dnh za rang budc, va
“Min” & day dugc hiéu theo nghia thong thudng ctia téi wu da muc tiéu. Chinh x4c hon, ta noi
ring § € A la mot diém hiu hiéu cia mot tap A C R™ néu AN (y — K) = {y}.

Cho F : R®* = R™ la mot anh xa da tri dinh nghia béi

F(p) = f(p,C(p)) = {f(p,z) : 2 € C(p)}. (4.4)

Khi dé, § € F(p) dudc goi la mot diém hiu hieu cia (VP,) néu § € Ming F(p). Anh xa da tri
JF dudge cho bdi
F(p) == Ming F(p)

duoc goi 1a dnh za da tri diém hiu hiéu cia (VP,).
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Anh za nghiem S cta (VP,) duge dinh nghia béi

S(p) ={r eR" 1z €C(p), f(p,x) € F(p)}-

Theo T. Tanino, STAM J. Control Optim. 26 (1988), 521-536, Proposition 2.1, F' la dnh xa da
tri K-16i. Luu ¥ rang, 4nh xa da tri diém hitu hieu F thuong khong 16i.
Tiép theo, ta bat dau véi cac cong thiic dé tinh toan dudi vi phan ctia anh xa da tri F dudc

cho trong (4.4)).
Dinh 1i 4.1. Cho (p,Z) € gph S and §j = f(p,z). Khi dé, vdi bat ky v € R™, ta c6
orpw= U {proceam] (4.5)
(pu)€0f((P,2),9)(v)

Dic biét, néu v € K*, thi ta cé

OF (5, 7)(v) = {p+D*c<p, x)(u)}. (4.6)

(p,u)€0(v, f)(P)

Hon nita, néu f la kha vi Fréchet tai (p,Z) thi
OF (p,5)(v) = Vo f (,2)"(v) + D*C(p, ) (Vu f (5, 7)"(v)), Vv € K"

Nhan xét 4.1. Trong mot khong gian Banach, cac tac gia D.T.V. An, L.T. Tung, (2023).
https://doi.org/10.48550/arXiv.2306.06947, Theorem 1], da nhan dugc cdc cong thic dé tinh
toan d6i dao ham cia F + K, tic 1a, dudi vi phan Fréchet ciia F theo cac két qua gan day
trong bai bao ctia B.S. Mordukhovich, N.M. Nam, R.B. Rector, T. Tran, Set-Valued Var. Anal.
25 (2017), 731-755. Cu the, cac tac gid doi héi hai diéu kieén chinh quy dé c6 . o) day, trong

truong hop khong gian hitu han chiéu, ta khong can bat ky diéu kién chinh quy nao.
Sau day, chiing toi sé thiét lap cong thitc dé tinh dudi vi phan ctia F. Dé lam diéu nay, ching
ta can tinh troi ctia anh xa da tri F.

Dinh nghia 4.2. Cho p € R®. Ta néi rang anh xa da tri F' dugc dinh nghia trong (4.4)) c6 tinh

troi quanh p néu ton tai mot lan can U ciia p sao cho
F(p) € Flp)+ K, Vpel.

Dinh 1i 4.2. Cho (p,Z) € gphS va y = f(p,z). Gid thiét rang F c6 tinh troi quanh p. Khi dé,
vdi bat ky v € R™ ta cé
orpe= U {rrpoean) (47)
(p,u)€df((p,2),9)(v)
Dac biét, néu v € K* thi ta co
orp = U {rrocraw) (4.9
(p,u)€0(v,f)(P,T)
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Hon nita, néu f la kha vi Fréchet tai (p,Z) thi
OF (p.g)(v) =V, f(5,7)"(v) + D*C(,7) (Vo f (5, T)"(v)), Yo € K*. (4.9)

Dé két thic muc nay, ching t6i dua ra mot dic trung cho tinh chat K-gia Lipschitz ctia anh

xa diém hiru hiéu.
Heé qua 4.2. Cho (p,x) € gphS va iy = f(p,x). Gid thiét rang F c¢6 tinh chat troi quanh p. Khi

dé, anh wa diém hiu hieu F la K-gia Lipschitz quanh (p, ) khi va chi khi dnh za rang buoc C
la gia Lipschitz quanh (p, T).

4.3 Dbi dao ham cta anh xa diém hitu hiéu

Trong muc nay, ching toi sé dua ra cong thiic dé tinh toan déi dao ham Fréchet ciing nhu doi
dao ham co ban ctia F. Chu § rang F thuong khong 16i. Truée hét, chung ta nhic lai mot s6
khai niem va két qua liéen quan.

Dinh nghia 4.3. Cho H: R* =2 R™ la mot anh xa da tri va (p,y) € gph H.

(i) Anh xa da tri H dudc goi 1a nia lien tuc dudi thi ty tei (p,y) néu véi bat ky day
{(pi,yi)} C epi H hoi tu t6i (p,y), ton tai mot day {(p;,y.)} C gph H véi y; — y. € K sao cho
day {y/} c6 it nhat mot day con hoi tu téi 7.

(ii) H dugc goi 1a nia liéen tuc dudi thit tu quanh (p,7) néu ton tai mot lan can U clia diém

nay sao cho H la nita lien tuc thit ty tai moi diém (p,y) € U Ngph H.

Ménh dé 4.3. Cho H : R®* = R™ la mot dnh xa da trj va (p,y) € gph H. Khi dé, ta cé cdc
khing dinh sau:

(i) 5]—!(]7, g)(v) C ﬁ*H(ﬁ, y)(v) vdi moi v € R™. Bao ham thic nguge lai ding néuv € KX va
H la nita lién tuc thi tu tai (p,y).

(i) Néu H la nia lien tuc thi tu tai (p,y) thy OH(p,y)(v) C D*H(p,y)(v) Yv € R™, va bao

ham thic nguge lai ding néu v € K va H la nika lien tuc thi tu quanh (P, 7).
Bay gio, ta thiét lap céc cong thic dé tinh déi dao ham Fréchet, déi dao ham co ban cia F.

Dinh 1i 4.3. Cho (p,Z) € gph S va § = f(p,z). Gid thiét rang F c6 tinh chat troi quanh p. Khi

do, ta cé cac khang dinh sau
(i) Vdi bat ky v € R™, ta c6

D*F(p,5)(v) D U {p + D*C(p, :z)(u)}. (4.10)

(pu)€df((P,2),9)(v)
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Hon niia, néuv € K% va F la nida lien tuc thi tu tai (p,y) th

preae = U {procpaw) (1.11)

(p,u)€d(v, f)(P,T)

(ii) Néu F la nia lién tuc thit tu tai (p,y) thi vdi bat ky v € R™ ta cé

prppw> U {erocma) (112)

(puw)€0f((P,Z),9)(v)

Hon nia, néuv € K% va F la nida lién tuc thit tu quanh (p, ) thi ta c6

rrepw = | {pw*cwxu)}. (4.13)

(p,u)€d(v,f)(p,T)
Nhan xét 4.2. Bing cach sit dung mot s6 dieu kién, cac tac gid trong bai bao ctia T.D. Chuong,
Optim. Lett. 7 (2013), 1087-1117, Proposition 3.5, da dua ra cac udc lugng trén/dudi cho dudi
vi phan co ban ctia F. Cu thé hon, cac tac giad can tinh nta lién tuc thi tu cia F va hai tap

diéu kién dat len anh xa da tri S dinh nghia béi

Spy)={reR" : z€C(p)y=f(p,r)} (4.14)

4.4 Ung dung
4.4.1 Bai toan c6 rang budc toan twi
Trude hét, ta xét bai toan (VP,)) véi 4nh xa rang buoc C': R* = R" dudc cho dudi dang sau

Clp)={reR" : H(p,z)NO # O}, (4.15)

& dé © la mot tap con 101, déng va khac rong trong R! va H: R® x R” = R! 1a mot 4nh xa da

tri 10i. Anh nguoc cua © dudi anh xa H duge dinh nghia bdéi
H©)={(p,x) e R* xR™ : H(p,z)NO # (}.
Khi d6, dé chiing minh réing gph C' = H~1(©) va 4nh xa da tri C' cho béi 1a 10i.
Ménh dé 4.4. Anh za ring buoc C' da cho trong la 103.
Két qua sau cho ta cong thiic dé tinh toan duéi vi phan ciia F.

Dinh 1i 4.4. Cho (p,Z) € gphS vay = f(p,T). Gid st rang F ¢6 tinh chat troi quanh p va diéu
kién chinh quy sau thod man
ri(rge H) Nri(O) # 0. (4.16)
Khi dé, vdi bat ky v € R™, ta cé
o= U e weoenamne . (1.17)
(p,w)€0f((P,2),9)(v)
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vdi W = H(p,7) N O. Hon nita, néu v € K*, thi ta c6

oFGw) = | {p+w:<w7—u>eD*H<<p,,w»N(w;@)}

(pu)€0(v,f)(P,T)
Két qua sau 1a mot hé qua tryc tiép ctia Dinh 1y .

Hé qua 4.3. Cho (p,7) € gphS va § = f(p,z). Gid su rdng F c6 tinh chat troi quanh p va h

la 1om tuong tng vdi O va khd vi chat tai (p,T). Néu dieu kién chinh quy sau thod mdn
ri(rgeh) Nri(©) # 0, (4.18)
thy vdi bat ky v € R™, ta cé
oFpae= U {rru s ) e Vi N}
(p,u)€0f((P,2),5)(v)
d dé w := h(p, ). Hon niia, néu v € K* thi ta c6

oFEw = | {p+wi(w,—U)EVh(ﬁ,i)*N(w;@)}-
(p,u)€d(v,f)(p,T)

4.4.2 Bai toan cé rang budc can bing
Trong tiéu muc nay, chiing ta xét bai toan (VP,)) véi rang budc cin bing c6 dang

Cp)={reR" : 0€g(p,z)+Qp,x)}, (4.19)

G do g: R®* x R® — R! 1a mot anh xa don tri, trong khi d6 Q: R® x R® = R! 14 mot anh xa da
tri. Nhu ching ta da biét, cic hé c6 dang dong vai tro quan trong va hiéu qua trong viéc
mo t& tap cac nghiém t6i wu clia cac bai toan bién phan phu thudce tham sé va cac van dé lien
quan.

Bai toan v6i rang buoc da cho dang thuong dugce goi 1a cac bai toan toéi wu da
muc tiéu véi rang budc can bang, (xem, chang han, B.S. Mordukhovich, Variational Analysis
and Applications, Springer, Switzerland, 2018). 0 day, ta gid thiét rang g va Q la loi. Khi do,
bang cach dat h(p,z) := (p,z,—g(p,x)) and O := gph@Q, ta nhan dugc rgeh = gph (—g) va
gphC' = {(p,z) € R®* x R" : h(p,z) € ©} = h~1(O). Khi d6, anh xa rang buoc C' 1a 16i do tinh
10i ctia g va Q.

Két qua cudi cting dudi day cho ta mot cong thite dé tinh dudi vi phan ciia dnh xa diém hitu

hi¢u ctia (VP,|) véi rang buoc dang (4.19).

Dinh 1i 4.5. Cho (p,7) € gphS va iy = f(p,T). Gid thiét rang F c6 tinh chat troi quanh p. Néu

diéu kién chinh quy sau thod man

ri (gph (—g)) Nri(gph Q) # 0, (4.20)
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thi vdi bat ky v € R™, ta cé

OF(p,y)(v)= U {p+w : 3z e R wdi
(puw)€df((9,2),9)(v) (4.21)

(w0, ) € D*Q(5, 7 —g(5,7)(2) + D95, f><z>}.
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Két luan

Cac két qua chinh ctia luan an bao gom:

1. Céc diéu kien can va diéu kien du t6i wu kieu KKT cho cac nghiém tua hitu hieu xap xi
clia bai toan t6i wu da muc tiéu nita vo han gia tri khoang véi dit lieu Lipschitz.

2. Cac dinh 1y d6i ngau (d6i ngdu yéu, d6i ngdu manh, déi ngdu ngugc) kiéu Mond—Weir cho
cic nghiém tira hitu hieu xap xi clia bai toan t6i uu da muc tiéu nita vo han gia tri khodng.

3. Cac diéu kien can va diéu kien d t6i uu kiéu KKT cho cac nghiém hitu hiéu ciia bai toan
toi wu da muc tiéu phan thitc gia tri khodng véi dit lieu Lipschitz.

4. Céac dinh ly d6i ngau (ddi ngau yéu, déi ngdu manh, déi ngau nguge) kigu Mond-Weir cho
cac nghiém hitu hiéu cia bai toan téi wu da muc tiéu phan thitc gia tri khoang.

5. Cac cong thic tinh toan dudi vi phan va déi dao ham ctia 4nh xa diém hitu hiéu ciia céc

bai toan téi uu da muc tiéu 16i phu thudce tham s6 trong khong gian httu han chieu.

Mot s6 van dé can duge tiép tuc nghién ciu:

- Diéu kién t6i uu (bac nhat vi bac cao) v quan hé dbi ngau cho céc bai toan diéu khién téi
uu da muc tiéu véi dit lieu khoang;

- Diéu kién t6i uu (bac nhat va bac cao) va quan he d6i ngdu cho cac bai toan toi wu viing
(robust optimization problems);

- Tinh én dinh/6n dinh vi phan theo huéng cho cac bai todn t6i wu da muc tieu phu thudc
tham so;

- S ton tai nghiém cho cac bai toan t6i wu véi dit lieu khong chac chan.
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