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MG DAU
1. Lich st vin dé va li do chon dé tai

Nhiéu qua trinh trong tu nhién, khoa hoc, cong nghé va ki thuat din dén
viéc nghién ctiu cac 16p phuong trinh parabolic, nhu cac qué trinh truyén nhiét,
qué trinh khuéch tan, cdc mo hinh trong sinh thai hoc quin thé,. .. Vi viy, viéc
nghién cttu nhitng 16p phuong trinh nay cé y nghia quan trong trong khoa hoc
va cong nghé. Chinh vi vdy né da va dang thu hit dude su quan tdm ctia nhiéu
nha khoa hoc trén thé gi6i. Mot trong nhitng huéng tiép can dé 1a nghién ctiu
dang diéu tiém cén ctia nghiém khi thoi gian ra v6 cling vi né cho phép ta hiéu
va du doan xu thé phat trién cta hé dong luc trong tuong lai, tit d6 ta 6 thé
c6 nhitng diéu chinh thich hop d€ dat dudc két qua mong mubn. Bén canh d6
viéc nghién citu tinh diéu khién dudc cta cac 16p phuong trinh parabolic ciing
6 ¥ nghia rit quan trong vi duéi tac dong cac 16p ham diéu khién chip nhan
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dudc bai toan co thé diéu khién dudc ve cac vi tri mong muon.

Trong nhitng nim gan d4y, su ton tai va cac tinh chit dinh tinh cia nghiém,
néi riéng 13 dang diéu tiém cén va tinh diéu khién duge di dude nghién citu
cho nhiéu 16p phuong trinh parabolic. Ching han, 16p phuong trinh parabolic
nta tuyén tinh trong truéng hop khong suy bién hodc suy bién yéu dudc nghién
cttu béi nhiéu tac gia trong ca mién bi chin va khéng bi chin (xem P Cannarsa,
P Martinez va J. Vancostenoble (2008); V. V. Chepyzhov, M. 1. Vishik (2002);E.
Fernandez-Cara va S. Guerrero (2006); M. X. Thao (2016); N. T. C. Thuy va N.
M. Tri (2012); C. K. Zhong, M. H. Yang va C.Y. Sun (2006),...). Cho dén nay,
cac két qua vé 1i thuyét tap hut, 1i thuyét diéu khién dugc dbi véi 16p phuong
trinh parabolic khéng suy bién rit phong pht va kha hoan thién. Tuy nhién,
cac két qua tuong ting trong trudng hop phuong trinh parabolic suy bién manh
chua c6 nhiéu. Khi xét trudng hop nay do tinh suy bién manh ctia hé di 1am
xuét hién nhitng khé khin 16n vé& mit toan hoc. Ching han, bai toan thiéu cc

dinh li nhiing cn thiét, thiéu cac két qua cin thiét vé tinh chinh quy nghiém,



thiéu cac két qua vé nguyén 1i cuc tri, thiéu cac uéc luong kiéu Carleman cin

thiét.

Tinh diéu khién cta phuong trinh parabolic ¢4 nhin dudc sy quan tAm cla
nhiéu nha khoa hoc trong hai thip nién gin day. Li thuyét diéu khién dugc dbi
v6i phuong trinh parabolic déu trong ca mién bi chin va khong bi chin da kha
hoan thién. Trong thép ki gin diy, 1y thuyét diéu khién dudc dbi véi phuong
trinh parabolic suy bién di dugc nghién cttu nhiéu béi cic nha khoa hoc. Tuy
nhién, cac két qua chu yéu trong mot chiéu (xem P Cannarsa, G. Fragnelli va
J. Vancostenoble (2006); P Cannarsa, P Martinez va J. Vancostenoble (2005);
L. Miller (2005); C. Wang va R. Du (2013) va cac tai liéu tham khao trong do).
Theo hiéu biét ctia chiing t6i, c6 mét vai két qua dbi v6i phuong trinh parabolic
suy bién trong trudng hop nhiéu chiéu nhu chita ton t Grushin (xem C.T. Anh
va VM. Toi (2013); C.T. Anh va VM. Toi (2016); K. Beauchard, P Cannarsa va
R. Guglielmi (2014); A. Koenig (2017); J. P Raymond va H. Zidani (1999);
E. Zuazua (1997)), phuong trinh dang Kolmogorov (xem K. Beauchard (2013,
2014); J. Le Rousseau va I. Moyano (2016)) va phuong trinh parabolic suy
bién (xem P Cannarsa, P Martinez va J. Vancostenoble (2009); C. Wang va R.
Du (2013)).

Cac phuong trinh parabolic suy bién manh xuit hién mét cach tu nhién
trong vat li, hoa hoc, sinh hoc,... Hién nay, viéc nghién cttu cac 16p phuong
trinh parabolic suy bién manh vé dang diéu tiém cin nghiém va bai toan diéu
khién dudc dang 13 vAn dé mé, c6 nhiéu y nghia va thu hat dude su quan tim

cta nhiéu nha toan hoc trén thé gidi.

V6i nhitng phan tich trén, ching ta thiy rang dbi véi 16p phuong trinh
parabolic suy bién manh, mic du di c6 mot sb két qua gin day vé li thuyét tap
hit va vé tinh diéu khién dudc, tuy nhién, cac két qua thu dudc vn con it va
con nhiéu vin dé md. Do dé, ching t6i lua chon nhiing vin dé trén lam ndi
dung nghién cttu ctia Ludn an v6i tén goi la "Dang diéu tiém cin va bai toan

diéu khién d6i v6i mét sb 16p phuong trinh parabolic suy bién manh".



2. Muc dich nghién cttu

Nghién citu su ton tai nghiém, dang diéu tiém cin nghiém va bai toan
diéu khién cho mét sb 16p phuong trinh parabolic suy bién manh béing cac

phuong phap ctia Giai tich ham.

3. D6i tuong va pham vi nghién citu

e Di tuong nghién citu: Su ton tai nghiém, dang diéu tiém cin nghiém va
bai toan diéu khién cho mot sb 16p phuong trinh parabolic chia toan tit suy

bién manh.
e Pham vi nghién cttu:

Noi dung 1: Nghién cttu su ton tai duy nhat nghiém va dang diéu tiém cin
nghiém ctia phuong trinh parabolic nita tuyén tinh chita toan t@ suy bién manh

trén mién bi chan.

Noi dung 2: Nghién citu su tén tai duy nhat nghiém va dang diéu tiém cin
nghiém ctia phuong trinh parabolic nita tuyén tinh chita toan tit suy bién manh
trén toan khéng gian RN .

Noi dung 3: Nghién citu bai toan diéu khién dudc dbi véi phuong trinh

parabolic chita toan t suy bién manh trong mién nhiéu chiéu.

4. Phuong phap nghién ctitu

e Nghién citu sy ton tai nghiém: St dung phuong phap xip xi Galerkin,
phuong phap compact va phuong phap nang ludng.

e Nghién citu ddng diéu tiém cdn nghiém khi thoi gian ra vo cung: St dung
cac phuong phap ctia 1i thuyét cac hé déng luc tiéu hao v6 han chiéu.

e Nghién citu bai todn diéu khién dugc: St dung phuong phap duy nhéit
Hilbert (HUM).



5. Két qua cua luin an

Cac két qua chinh dat dugc trong ludn 4n bao gém:

e Chiing minh dugc su ton tai va tinh duy nhét cia nghiém yéu, su ton tai
tAp hit toan cuc dbi véi 16p phuong trinh parabolic ntia tuyén tinh chita toan

tlt A, trén mién bi chin.

e Chitng minh dudc su ton tai va tinh duy nhét cia nghiém yéu, su ton tai
tAp hit toan cuc dbi véi 16p phuong trinh parabolic chita toan tit suy bién manh

P, . trén toan khong gian R".

e Chitng minh dudc tinh diéu khién dugde vé 0 tai moi thoi diém T > 0 khi
s+71€(0,1/2) (suy bién yéu). Khi s = y = 1/2 (suy bién manh) véi thdi gian
diéu khién da 16n T > T*, ta chitng minh dudc tinh diéu khién dugc vé 0. Khi
s+7v > 1 (suy bién qua manh) ta chiing minh dudc tinh khéng diéu khién dugc
vé 0 dbi v6i bai toan diéu khién cho 16p phuong trinh parabolic chita toan ti

suy bién manh P, trong trudng hgp nhiéu chiéu.

6. Cau truc cua luin an

Ngoai phan mé diu, két luan, kién nghi, danh muc cac cong trinh céng bb

va danh muc tai liéu tham khdo, ludn an gbm 4 chuong:
e Chuong 1. Mot sb kién thttc chudn bi.

e Chuong 2. Tap hit toan cuc ctia mét 16p phuong trinh parabolic suy bién
manh trén mién bi chin.
e Chuong 3. Tap hiit toan cuc ctia mét 16p phuong trinh parabolic suy bién

manh trén toan khong gian.

e Chuong 4. Tinh diéu khién dugc ctia 16p phuong trinh parabolic suy bién

manh.



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, ching toi trinh bay mét sb kién thitc chuin bi gdbm: Cac
16p toan tit, cac khong gian ham, li thuyét tdp hit toan cuc, bai toan diéu khién
dbi v6i phuong trinh parabolic, mét s6 két qua b tro (Mot sé bat dang thitc
thuong dung, cic b8 dé compact, cac dinh 1i héi tu bi chin) dudc stt dung trong

chiing minh cac két qua chinh ctia luén 4n & cac chuong sau.

1.1. Cac 16p toan tit

Trong muc nay, chting téi gidi thiéu cac 16p toan ti duge nghién cltu trong
cac bai toan clia ludn an gdm: Toan t&t A,-Laplace dudc gi6i thiéu bdi Franchi
va Lanconelli nim 1982 va gin d4y nim 2013 dudc A. E. Kogoj va E. Lancenolli
phéat trién; Toan tk suy bién P, 1a mé réng ca toan tit Grushin. Toan t( nay
suy bién tai nhitng diém ctia mién § c6 giao khac réng véi cac siéu phang x = 0

hodc y = 0, va dudc gi6i thiéu béi P T. Thuy and N. M. Tri (2012).

1.2. Cac khong gian ham

Trong ludn an nay chiing toi st dung cac khéng gian ham: Khong gian ham
Lebesgue: LP(Q2),1 < p < 400, L*®(£),L2(£2); Khoéng gian ham phu thudc thoi
gian: C([0,T];X), LP(0,T;X),1 < p < +o0; Khong gian Sobolev c6 trong:
w2(Q), D(A,), SIRY) va S2(RN).



1.3. Li thuyét tap hit toan cuc

Trong muc nay, ching tbi nhic lai moét s6 khai niém vé hé dong luc, tip hit
toan cuc, va cac dinh 1i vé su ton tai tdp hit toan cuc sé dugc st dung trong
ludn 4n. Noi dung ctia muc nay dugc viét dua trén cac tai liéu chuyén khio clia

J. C. Robinson (2001) va R. Temam (1997).

1.4. Li thuyét diéu khién dudc d6i véi phuong trinh
parabolic tuyén tinh

Trong muc nay, ching téi trinh bay vé 1i thuyét diéu khién dudc ctia hé

parabolic tuyén tinh trong khéng gian v6 han chiéu.

1.4.1. M6t s6 dinh nghia

Trong muc nay, chiing t6i trinh bay mot sb dinh nghia diéu khién dugc hay
dung lién quan dén bai toan diéu khién trong khéng gian v6 han chiéu: diéu
khién dugc chinh xac; diéu khién dugc chinh xac dén quy dao; diéu khién duoc

vé 0; diéu khién duoc xap xi.

1.4.2. Phuong phap duy nhét Hilbert (HUM)

Trong muc nay, chiing t6i trinh bay phuong phap duy nhéit Hilbert (HUM)
ma dudc dua ra dAu tién bdi J.-L. Lions (1988) d€ di nghién cttu tinh diéu khién

dugc clia hé parabolic tuyén tinh trong khéng gian v6 han chiéu.

1.5. M6t s6 két qua bé tro

Trong muc nay, ching ti nhic lai mét sb bit ddng thitc s6 cAp nhung rét
quan trong va thudng xuyén dudc stt dung trong luin an. Ching t6i cling trinh
bay lai mot sb b8 dé va dinh li quan trong thudng dudc stt dung dé chiing minh

cac két qua ctia luin an nhu: B6 dé compact Aubin-Lions-Simon ctia E Boyer
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va P Fabrie (2013); B dé 6.1 vé su héi tu manh ctia ham phi tuyén cta P G.
Geredeli (2015); Dang thitc Bessel-Parseval trong céng trinh cta L. H. Loomis
va S. Sternberg (1990) dé nhién citu vé tinh diéu khién dudc.



Chuong 2

TAP HUT TOAN CUC CUA MOT LOP PHUONG TRINH
PARABOLIC SUY BIEN MANH TREN MIEN BI CHAN

Trong chuong nay, ching t6i nghién cttu mot 16p phuong trinh parabolic
ntta tuyén tinh chita toan t suy bién manh A, trén mién bi chin Q c RV, N >
2, v6i 16p ham phi tuyén kiéu méi khong bi chin trén dbi véi diéu kién ting
trudéng. Noi dung ctia chuong nay dugdc viét dua trén cong trinh [CT1] trong

Danh muc cong trinh khoa hoc lién quan dén luan an.

2.1. bat bai toan

Trong chuong nay, chiing t6i nghién cttu phuong trinh parabolic nita tuyén
tinh suy bién manh sau
u —Au+f(w)=g(x), xeQt>0,
u(x,t)=0, x€on,t>0, (2.1
u(x,0) =uy(x), x €,

trong d6 © 13 mién bi chin trong RN (N > 2) véi bién 9 tron. D nghién citu
bai toan (2.1)), ta gia thiét diéu kién ban dau u, € L?(Q) cho trude, ham phi

tuyén f va ngoai luc g théa man cac diéu kién sau:

(F) f :R — R la ham kha vi lién tuc théa man

flw=-t, (2.2)
f@u > —pu® - Cy, (2.3)
trong d6 Cy, £ 14 cac hing s6 duong, 0 < p < y; v6i y; > 0 14 gid tri riéng
d4u tién clia toan ti — A, trong mién Q v6i diéu kién bién Dirichlet thuin

nhég

(G) g €L3Q).



2.2. Su ton tai va duy nhat nghiém yéu
Dinh nghia 2.1. Ham u dudc goi 13 mot nghiém yéu cda bai toan (2.1)) trén
(0, T) v6i diéu kién ban diu u(0) = u, € L3(£2) néu va chi néu
ue C([0, T]; LA(Q) N LA(0, T; WHA(Q), f (w) € L'(Qy),
du o
-7 L0, T (W) + L1(Qr)
va <Z—‘t‘ - Alu—l—f(u),W) =(g,w)
v6i moi ham thGt w € W := vT/}f(Q) N L®(£2) va v6i hiu khip t € (0, T).

Két qua vé su ton tai va tinh duy nhat cta nghiém yéu cta bai toan dudc

trinh bay trong dinh Ii sau.

Pinh li 2.1. Gid st diéu kién (F)-(G) duoc théa man. Khi dé, véi bdt ki u, €
L2(Q) va T > 0 cho trudc, bai todn ([2.1)) c¢6 duy nhdt nghiém yéu u trén khodng

(0, T). Hon nita, nghiém yéu nay phu thudc lién tuc vao dit kién ban ddu.

2.3. Su ton tai cda tip hit toan cuc

Dinh 1li cho phép ta x4c dinh mot ntra nhém lién tuc S(t) : L2(Q) —
L2(2) lién két v6i bai toan (2.1)) nhu sau

S(Oug :=u(t),
trong d6 u(-) 1a nghiém yéu duy nhit cta bai toan ([2.1)) véi diéu kién ban diu
ug € L%(Q).

2.3.1. Su ton tai cac tp hap thu bi chin

B6 dé 2.1. Gid sit cdc diéu kién (F)-(G) dugc thda man. Khi dé, nita nhém

{S(t)} =0 c6 mét tdp hdp thu bi chdn trong L2(£2).

B6 dé 2.2. Nita nhém {S(t)} ;>0 co mot tdp hép thu bi chdn trong W}l’z(ﬂ).



2.3.2. Tinh compact tiém can ctua nta nhom {S(t)},5,

B6 dé 2.3. Nita nhém {S(t)} ;>0 c6 mot tdp hép thu bi chdn trong D(A,).

BG dé 2.4. Phép nhiing D(A;) — W}I’Z(Q) la compact.

St dung B dé[2.2] BS dé[2.3|va B8 dé[2.4|ta chitng minh dugc dinh 1i sau:

Pinh i 2.2. Gid st cdc diéu kién (F)-(G) duogc thoa mdn. Khi dé, nira nhém S(t)

sinh bdi bai todn (2.1)) ¢é tdp hut toan cuc .f trong khéng gian W}{z(ﬂ).

Cht y cubi chuong. D& két thiic chuong nay, biy gio chiing t6i dua ra mot

s6 binh luin vé két qua clia chuong. Cu thé:

e L6p toan tit A, -Laplace nghién citu trong chuong nay chtta nhiéu 16p toan
tit elliptic suy bién nhu 13 to4n t& suy bién Grushin va todn td suy bién
manh dang P, . Todn t A; c6 tinh suy bién manh, vi viy khi nghién citu
16p phuong trinh parabolic chita todn t nay ta phai xay dung cac khéng
gian Sobolev cé trong V?/}L’z(ﬂ), D(A,) va chttng minh dudc phép nhing
D(A)) — Vc\)/;’z(ﬂ) la compact.

Su khéc biét chinh so véi cac cong trinh trude d6 14 sb hang phi tuyén
f (u) trong bai toan ctia chiing t6i chi thudc khéng gian L'(Q) do khéng
c6 gi6i han ap dit cho diéu kién ting trudng trén clia nd. Diéu nay din
dén mét s6 khé khin khi thiét 14p cac uéc luong tién nghiém, chuyén
qua gi6i han dbi véi s6 hang phi tuyén va chiing minh tinh duy nhét cta

nghiém.

Két luan Chuong 2.

Trong chuong nay, ching tdi di trinh bay cac két qua vé su ton tai, tinh duy

nhét va su phu thudc lién tuc ctia nghiém vao dit kién ban dau, su ton tai tip

hiit toan cuc cing véi tinh tron ctia nd. D& chiing minh sy ton tai va duy nhét

nghiém ching t6i da st dung phuong phap x4p xi Galerkin va phuong phéap

compact. D& chitng minh tinh tron cta tip hit toan cuc, ching téi st dung

phuong phap danh gia tién nghiém tiém can.
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Chuong 3

TAP HUT TOAN CUC CUA MOT LGP PHUONG TRINH

PARABOLIC SUY BIEN MANH TREN TOAN KHONG
GIAN

Trong chuong 3, chung t6i nghién cttu mét 16p phuong trinh parabolic nita

tuyén tinh chia toan tit suy bién manh P, , trén toan khong gian RN,N > 2.

Néi dung ctia chuong nay dugc viét dua trén cong trinh [CT2] trong Danh

muc cong trinh khoa hoc da cong bo cta luén an.

3.1. bat bai toan

Trong chuong nay, ching tdi nghién cttu phuong trinh parabolic nita tuyén

tinh suy bién manh sau:

u

— —P u+fX,u)+Au=gX), XeRN t>0,

at T (3.1)
u(X,0) = uy(X), X eRV,

trong d6 A > 0,X = (x,y,2),RY = RM x R™ x R™:(N},N,,N; > 1), va P, la
to4n ti suy bién manh d dude néu 6 Chuong 1. D& nghién ctu bai toan (3.1),
ta gia thiét diéu kién ban dau u, € L2(R") cho truéc, ham phi tuyén f va ngoai

luc g théa man cac diéu kién sau:

(F) f:RY x R — R 1a ham kha vi lién tuc thda man

filX,u) = ¢, (3.2)
(X, Wu > —pu® — C(X), (3.3)

trong d6 £ > 0,0 < u < A, C;(-) € LY(RNY)n L2(RY) 1a ham khéng 4m.
(G) g € L*(RY).
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3.2. Su ton tai va duy nhit nghiém

Dinh nghia 3.1. Ham u goi 1a mét nghiém yéu ctia bai toan (3.1) trén (0, T) v6i
diéu kién ban dau u(0) = uy € L*(RY) néu va chi néu u € ¢([0, T]; L2(R¥)) N
L*(0, T;S*(R)),u, € L*(0, T; ST'(RV)) NE}(Qy) va

(ue, w) = (P u,w) + (f (X, u),w) + Ay, w) = (g, w),
v6i moi ham thtt w € SY(RN) N L®(RN) va véi hdu khip t € (0, T).
Dinh 1i sau trinh bay két qua vé su ton tai va tinh duy nhét ctia nghiém yéu
ctia bai toan (3.1)).

Pinh i 3.1. Gid st cdc diéu kién (F)-(G) dugc théa man. Khi dé, vdi bdt ky
uy € L2(RY) va T > 0 cho trudc, bai todn (3.1 ¢d duy nhdt nghiém yéu u trén
khodng (0, T). Hon nita, dnh xa uy — u(t) la lién tuc trén L*(RY).

3.3. Su ton tai cua tip hut toan cuc
Tir Binh li ta ¢6 thé xac dinh moét ntta nhém lién tuc S(t) : L2(RY) —
L2(RM) lién két véi bai toan (3.1) nhu sau

S(t)uy :=u(t),

trong d6 u(-) 1a nghiém yéu duy nhét cta bai toan (3.1)) véi diéu kién ban diu
u,. Chung ta sé chiing minh nita nhém S(t) ¢6 tdp hat toan cuc .« trong khong
gian L2(RY) va S}(RN).

3.3.1. Su ton tai cac tap hap thu bi chin

BG dé 3.1. Nita nhom {S(t)}, c6 mot tdp hdp thu bi chdn trong L2(RN).
B6 dé 3.2. Nita nhém {S(t)} ;>0 c6 mot tdp hdp thu bi chdn trong S*(RN).

BG dé 3.3. Gid sit cdc diéu kién (F) — (G) théa mdn. Khi dé, véi moi tdp con bi chdn
B trong L3(RYN), ton tai hdng s6 T = T(B) > 0 sao cho

e (O 2gny < P35 Vi moi ug €B, va T =T,
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d . .
trong do u,(t) = —(S(t)uy)|,—. va p5 la hang so duong khong phu thudc vao B.
dt

Bay gid, ta sé chi ra su ton tai tAp hip thu bi chin trong S2(RV).

BG dé 3.4. Nita nhom {S(t)},so c6 mot tdp hdp thu bi chdn trong S>(RY), nghia
la, ton tai hdng sb p, > 0 sao cho véi moi tdp bi chdn B € L*(RN), ton tai Ty > 0

thoa man

”Ps,yu(t)”%z(RN) + ”u(t)”iz(RN) < P4, VGi moi t > Ty, u, € B.

3.3.2. Su tOn tai tip hit toan cuc trong L3(RY)

B& dé 3.5. Gid sit cdc diéu kién (F) - (G) dudgc théa man. Khi do, véi moi € > 0
va moi tdp bi chdn B C L2(RN), tontai T = T(e,B) > 0va K =K(e,B) > 0 sao

chot>TvaR>K,

J lu(X, t)|?dX <e.
RN\B;;

trong d6 B, = Bgm (0,R) X Bgn, (0,R) X By (0, RMF7).

B& dé sau day chiing minh tinh compact tiém cén cta S(t) trong L2(RY).

B& dé 3.6. Gid sit cdc diéu kién (F) - (G) thoa man. Khi dé, nita nhém S(t) la
compact tiém cdn trong L*(RN), nghia la, véi moi ddy bi chdn {x,} € L2(RN) va
moi day t, > 0,t, — 00, {S(t,)x,} c6 mét ddy con hdi tu tuong ting véi topod cua
L2(RM).

Sau d4y, ching t6i chiing minh sy tdn tai tdp hit toan cuc trong L2(RV).

Dinh 1i 3.2. Gid st cdc diéu kién (F) - (G) théa man. Khi do, nita nhom S(t)

sinh bdi bai todn (3.1)) cé mét tdp hiit toan cuc .<f;> trong L*(RN).

13



3.3.3. Su tOn tai tap hit toan cuc trong S'(RV)

B& dé 3.7. Gid sit cdc diéu kién (F) - (G) thoa man. Khi do, vdi moi € > 0 va
moi tdp bi chdn B c L2(RN), ton tai T = T(e,B) > 0 va K = K(e,B) > 0 sao

chovéimoit>TvaR>K,

J |V5’Yu|2dX <e.
RN\By

B3 dé sau dy chitng minh tinh compact tiém cin ctia ntta nhém S(t) trong
SHRM).

B6 dé 3.8. Gid sit cdc diéu kién (F) - (G) théa mdn. Khi dé, S(t) la compact
tiém cdn trong SY(RY), nghia 1, véi moi ddy bi chdn {x,} < SYRY) va day

t, >0,t, — 00,{S(t,)x,} c6 mét ddy con héi tu tuong itng véi topd ctia S (RN).

B4y gi0, ta chting minh su ton tai tp hit toan cuc ctia nta nhém S(t) trong
SHRM).

Dinh 1i 3.3. Gid st cdc diéu kién (F) - (G) théa mdn. Khi dd, nita nhém S(t)

sinh bdi bai todn (3.1) cé mét tdp hiit toan cuc .o/ trong SY(RY).

Cht y cudi chuong. Trude khi két thiic chuong nay, ching t6i dua ra mot

s6 binh luan vé nhitng diém méi chinh ctia Chuong 3. Cu thé:

e L6p phi tuyén f(X,u) nghién ctu trong Chuong 3 di loai bd gia thiét
vé diéu kién chin trén dudc nghién cttu trong nhiéu cong trinh thdi gian
qua (xem C. T. Anh va T. D. Ke (2009); C. T. Anh va L. T. Tuyet (2013);
A. E. Kogoj va S. Sonner (2013, 2014); D. Li va C. Sun (2016); M. X.
Thao (2016); P T. Thuy va N. M. Tri (2013) vé6i mién bi chdn va C. T. Anh
(2014); C. T. Anh va L. T. Tuyet (2013) v6i mién khong bi chan). Dac biét,
16p phi tuyén nay chtia ca 16p phi tuyén théa mén diéu kién ting trudng
tiéu hao kiéu Sobolev; ting trudng tiéu hao kiéu da thitc, va thdm chi

théa méan ca diéu kién ting trudng kiu mit f(X,u) = ev.
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e Cac két qua trong chuong nay vin con ding khi thay RY béi mét mién
khéng bi chin Q tuy ¥ (khi d6 ta cin b8 sung diéu kién bién Dirichlet
thuan nhét trén 80). Diém khac biét co ban cta tinh hudng trong chuong
nay véi tinh hubng trong Chuong 2 13 cac phép nhiing khéng con compact
(do d6 ntta nhém S(t) sinh béi bai toan khdng con compact) va diéu nay
g4y ra nhitng kho khin rat 16n khi nghién ctu su ton tai nghiém va su tén
tai tp hit toan cuc. D& vugt qua nhitng khé khin nay, chiing t6i d dung
B3 dé compact Aubin-Lions—Simon khi chitng minh su ton tai nghiém, va
két hop thanh céng phuong phap danh gia phin dudi cta nghiém do B.
Wang dua ra nam 1999 vdéi phuong phap danh gia tién nghiém tiém can

d€ chitng minh tinh compact tiém cin ctia nita nhém S(t) trong L2(RY).

Két luan Chuong 3

Trong chuong nay ching t6i di chting minh dugc su ton tai tAp hit toan cuc
trong cac khong gian L2(RY) va S'(RY) d6i v6i nita nhém sinh ra tit bai toan
(3-1). PAu tién, bang viéc st dung phuong phap Galerkin, ching t6i chting
minh dudc su ton tai nghiém yéu toan cuc va sau d6 xiy dung dudc ntta nhém
gin v6i bai toan (3.1). Tiép theo, d€ vudt qua cac khé khin do tinh khéng
compact ciia phép nhiing gay ra, chung t6i da sit dung phuong phap danh gia
phan dudi cta nghiém do B. Wang dua ra nim 1999 va két hop véi phuong

phap danh gia tién nghiém tiém can.
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Chuong 4

TiINH PIEU KHIEN DUGC CUA LOP PHUONG TRINH
PARABOLIC SUY BIEN MANH

Trong chuong nay, chiing toi nghién cttu tinh diéu khién dudc vé 0 cda
phuong trinh parabolic chtia toan tit suy bién manh P, , trong trudng hgp nhiéu
chiéu. DAu tién, ching t6i dit bai toan va phat biéu két qua chinh ctia chuong.
Sau d6, chtng t6i di chting minh cac két qua bd tro bao gém: tinh dit ding
ctia bai toan, khai trién Fourier, danh gia tbc dd tan xa, va dic biét 1a viéc thiét
14p bat dang thiic Carleman méi. Tiép theo, sit dung phuong phap HUM, khai
trién Fourier, cic danh gia vé tbc d6 tan xa va bat ding thiic Carleman méi vita
thiét 14p, viéc chting minh tinh diéu khién dudc dua vé tinh quan sat duge déu

A 7o A A A A . INEERN e 3~ 1 oA R .
d6i véi tan so ctia hé so Fourier cta hé lién hop sau khi da bién doéi Fourier.

Noi dung ctia chuong nay dua trén cong trinh [CT3] trong Danh muc c6ng

trinh khoa hoc lién quan dén luén 4n.

4.1. Dit bai toan va phat biéu két qua chinh

Trong chuong nay chiing tdi nghién ciu tinh diéu khién duce vé 0 cla

phuong trinh parabolic tuyén tinh chita toan td suy bién manh P, , sau:

u, — AJ(u - Ayu - |X|ZS|J’|2YAZU = V(x’ Y2, t)lwz (X7 Y2, t) €N x (OJ T))

u=20, (x,y,2,t)€ 32 x(0,T),
u(xa}’,z;o):uo(X,y,z): (X:yyz)eﬂ)
(4.1)
trong dé Q := Q, X 3, Oy, mién con tron, md, bi chin ctia RN sao

cho (Ogwv,0gm) € Q15, Q3 1a mién con tron, md, bi chin cla R™; (x,y,z) =
Ny +N. Ns. > .
(K15 s XN V1o oo os YNyp 215 -5 2y) E RV X R 00 c Qvas,y > 0,5+y > 0;

1,, ki hiéu 12 ham dic trung clia tip con mé khac réng w clia Q.
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Ta néi rang (@.1) 1a diéu khién dudc vé 0 (tai thoi diém T) néu v6i méi
uy € L%(Q) cho truéc, ton tai diéu khién v € L%(w x (0, T)) sao cho nghiém
u(x, y,z,t) caa (4.1) théa man u(-,-,-,T) =0.

Muc tiéu chinh ctia chuong nay 1a chitng minh két qua sau.
Dinh i 4.1. Cho w = wyy X Qs, W, ld tdp con md khdc rong cia 5.
(1) Néus+y € (0,1/2) thi bai todn @.1) diéu khién duoc vé 0 véi moi thoi
gian T > 0.

(2) Néus= y =1/2 thi ton tai T* > 0 théa mdn bai todn @.1) la diéu khién
duoc vé 0 vdi thoi gian T > T*.

(3) Néus+ y > 1 thi bai todn (4.1]) khong diéu khién dugc vé 0.

4.2. Mot s6 két qua bé trg
4.2.1. Tinh dit dang cua bai toan

Trudc tién, ta dinh nghia nghiém yéu ctia bai toan (@.1)).

Dinh nghia 4.1. Him u dudc goi 13 mot nghiém yéu cta bai toan (@.1) trén

(0, T) v6i diéu kién ban diu u(0) = u, néu va chi néu
ue C([0,T]; L*())N L*(0,T;S,(0),u, € L*(0, T;S~H())
va
<ut —Au—Au—|x®ly?ALu, <p> = (v(x,y,2,t)1,,¢)
v6i moi ham thir ¢ € L2(0, T; SL(€2)) va véi hau khap t € (0, T).
St dung phuong phap Galerkin, ta chting minh dugc két qua sau.

Dinh 1i 4.2. V6i mbi u, € L*(Q) va v € L%(0, T; L*(w)) cho trudc, bai todn (&.1)

¢6 duy nhdt mét nghiém yéu théa man
u € C([0, T1; L*(2)) N L*(0, T; S5 ().
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Hon nita,

||U(t)||i2(ﬂ) + ||u||§2(O,T;Sé(Q)) S C (”uO”%Z(Q) + ||v||%2(O,T;L2(w)) >

& ddy C la hdng s6 duong khéng phu thudc vao ug va v.

. . I\, . \ I,\ A 14
4.2.2. Khai trién Fourier va toc do0 tan xa

Ta xét (¥,)qen+ 12 day cac gia tri riéng khéng giam cta toan tit —A, trong

H?(3) NHy(23) va cac vecto riéng lién quan (¢,(y)) ey théa mén

—AZQDH(Z) = Xn@n(z): z € QB:
@n(z):O, 26393.

V6i moi nghiém yéu u(x,y,z,t) caa hé (4.1) va moi diéu khién v(x,y,2,t), ta
xét
u,(x,y, t)= J u(x,y,z,t)p,(2)dz; v, (x,y,t)= J v(x,y,2,t)p,(2)dz. (4.2)
Q3 Q3

Thay (4.2) vao (4.1), ta nhan dugc ménh dé sau.

Ménh dé 4.1. Vii u, € L3(Q) cho trude va u la nghiém yéu tuong itng duy nhdt
cua bai todn (4.1). Khi do, véi moi n € N*, ham u,(x,y, t) la nghiém yéu duy

nhdt cua bai todn

ouy — A, — Au, + x x| ZlyPu, =v,1, (x,y) trong Q5 % (0,T)

ot x“n y“n Xn Y n— Yntwiy 5 Y 8 8412 s ’
u,=0 trén 9Q, x (0,T), (4.3)
un(x’ Y O) = uO,n(xa J’) trong QIZJ

Vi to (3, ¥) = [ to(x, ¥,2)pn(2)dz.

Ta biét ring gia tri riéng nhd nhit cta —Ap(x,y) + x,.1x1%|y1? ¢(x,y)
trong H?(Q4,) N Hy(4,) duge cho bdi

N | o, (9GP + 2alx Py e?) dxdy
= min

M ety fﬂ lp2dxdy
¢#0 12

Khi d6, dang diéu (khi [n| — +o0) cta A, , dugc cho béi ménh dé sau.
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Ménh dé 4.2. V6i moi s,y > 0,s+7 >0, ton tai ¢, = c,(s,y) > 0vad ¢* =

c*(s,v) > 0 sao cho

1 1

Cdn S Apgsy ST VneNT, (4.4)

4.2.3. Bat dang thitc Carleman

Dinh 1i 4.3. (Bdt ddng thitc Carleman). Ton tai cdc hang s6 duong #, = A,(B)
va Ay = Ho() sao cho w € C°([0, T1; L*(£4,)) N L*(0, T; H)(24,)) théa man

M3
—2Mo 2
Jf (t(T— )l w2+ (T ))3|W| )dxdydt

Q15,%(0,T)

M3
< Mo |w|2dxdydt e *M7|G *dxdydt, (4.5
< ” e gy Pdxdy +” G w*dxdyde, (4.5)

w12%(0,T)
trong do
J[lmax{T + ngxs/st} néu 0<s+vy<1/2,

M =M(x,, T, ) := )
Jﬁmax{T+ TZ;)(T{/ZTZ} neu s=y=1/2.

4.3. Chitng minh két qua chinh

4.3.1. Lugc d6 chitng minh Pinh li 4.1

Tl phuong phap HUM, tinh diéu khién dugc vé 0 ctia bai toan tuong
duong véi tinh quan sat dudce cho bai toan lién hgp sau
we+Aw+A W+ lx|®|y|?A,w =0, (x,y,2,t)€Qx(0,T),
w=0, (x,y,t)edx(0,T), (4.6)
w(x,y,2,T)=wi(x,y,2), (x,y,2) €.

Dinh nghia 4.2. Bai toan (4.6)) 12 quan sat dudc trong w tai thoi diém T néu
ton tai C > 0, sao cho v6i moi wy € L3(Q), nghiém w cta bai toan (4.6) thda
man

T
Iw(x, ¥,2,0)[12, ) < f J w(x,y,z, 0)Pdxdydt.
0 w

19



Gia st w 1a nghiém ctia (4.6). Ta khai trién w = w(x, y, 2, t) thanh chudi

Fourier theo 2.

Wn(x).y7 t) = J

W(x7.y)zy t)son(z)dz: WT,n(x).y):J WT(ny)Z)(Pn(Z)dZ'
QB QB

Khi d6 w,(x, y, t) la nghiém ctia bai todn sau (bai toan lién hop ctia (4.3)).
Ow, + A,w, + A yw, — x,|x|®|y7'w, =0, (x,y,t) €0y, x(0,T),
w, =0, (x,y,t) €00, x(0,T), 4.7)
wo(x,y, T) = wr,(x, ), (x,y) € Qy,

Ta chil y ring, v6i hdu khip t € (0, T), va v6i moi tAp md wy, ctia Q;,, ta b

f w(x,y,2,0Pdxdydz =y f [wa(x, y, D?dxdy.
w19 X3 n Jwp

Diéu nay c6 dudc tir ding thic Bessel-Parseval. Do d6, tinh quan sat dudc cta
bai to4n (4.6) tuong duong tinh quan sat dude déu theo n € N* clia bai toan
(@.7). Ta c6 Dinh nghia sau day vé tinh quan sat ducc déu.

Dinh nghia 4.3. (Tinh quan sat dudc déu). Cho w,, 13 tip mé clia Q,,. Bai
toan (4.7) 13 quan sat dudc trong w,, déu theo n € N* néu ton tai C > 0, sao
cho v6i moi n € N*, wy,, € L*(92;,), nghiém cta (@.7) théa méan

T
f lw,(x,y,0)2dx < CJ f lw,(x,y,t)|*dxdydt.
3P) 0 wWio

4.3.2. Chitng minh tinh diéu khién dudc trong Dinh li 4.1

Pinh li sau ddy cho ta cac két ludn vé tinh diéu khién dudc trong Dinh 11'
Chitng minh dua trén bit ding thtc Carleman (4.5) dudc thiét 14p cho nghiém

ctia bai toan ([@.7) va téc db tan xa (.4).

Dinh i 4.4. Cho w1, la mién con mé khdc réng ctia Q.

e Néus+7y €(0,1/2) thi bai todn @.7) quan sdt dugc trong w,, déu theo

neN*véimoi T > 0.

e Néus=y=1/2thitbn tai T* > 0 sao cho bdi todn (&.7) quan sdt dugc

trong w,, déu theo n € N* véi moi T > T*.
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4.3.3. Chitng minh tinh khong diéu khién dugc trong Dinh 1i|4.1

Bay gi0 ta chiing minh két qua khéng diéu khién dudc trong Dinh 1l
bing cach chting minh bai toan (@.7) khong quan sat dude déu theo n € N*.

Pinh i 4.5. Cho Q, la dang (=1, )M, Néus+v > 1, va wy, = (a, b))V,

7,

Vo1

: I T F
min{(N; —1) 2 N,* ,(N,—1) 2 N;? }
) <a<b<l,
N,” N,

thi bai todn (&.7) khéng quan sdt dugc trong w., déu theo n € N*.

Ta chting minh dinh li nay bang cach chon cac ham thit sao cho tinh quan

sat déu khong xay ra.

Cht y cubi chuong. Trong chuong ndy, chiing t6i d4 dung luge dd chiing
minh dudc st dung trong cac céng trinh: C. T. Anh va V. M. Toi (2013); K.
Beauchard, P Cannarsa va R. Guglielmi (2014), va dic biét 14 cach tiép cin
trong cong trinh clia K. Beauchard, P Cannarsa va M. Yamamoto (2014) dbi
v6i toan tit Grushin. Tuy nhién, do tinh suy bién manh ctia toan ti P, din dén
xuét hién sb hang y,|x|*|y|*'w trong toan tit P, da giy ra mot s6 khé khin
khi thiét 1ap bt ding thiic Carleman. D& vugt qua khé khin nay, bén canh viée
chon ham trong thich hop o(x, y, t) va hing sb A, chting t6i khai thac mot sb
ki thudt dugc st dung trong chitng minh B§ dé 5.2 trong c6ng trinh cla E.
Fernandez—Cara (1997) va Ménh dé 2.5 trong cong trinh ctia C. T. Anh va V. M.
Toi (2013). Cac két qua nhan dudc, néi riéng, 1a mé rong két qua da cé (xem C.
T. Anh va V. M. Toi (2013); K. Beauchard, P Cannarsa va R. Guglielmi (2014);
K. Beauchard, P Cannarsa va M. Yamamoto (2014)).
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Két luin Chuong 4

Trong chuong nay, chiing t6i di nghién citu tinh diéu khién dugc vé 0 cta
phuong trinh parabolic chita toan ti suy bién manh P, trong mién Q C RV.
Céc két qua dat dugc la:

e Khis+y €(0,1/2): Chttng minh dudc tinh diéu khién dudc vé 0 tai moi
thoi diém T > 0.

e Khis = y = 1/2: Chitng minh dudc tinh diéu khién dugc vé 0 khi thoi

gian diéu khién da 16n.

e Khis+y > 1: Chting minh dudc tinh khéng diéu khién dugc vé 0.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Cac két qua dat duce

Trong ludn an nay, chting toi nghién cttu su ton tai nghiém, dang di€u tiém can

nghiém va tinh diéu khién duoc vé 0 dbi vé6i 16p phuong trinh parabolic nita tuyén

tinh chta toan t& suy bién manh. Cac két qua dat dudc ctia ludn an bao gdm:

e Chitng minh dudc su ton tai va tinh duy nhét cta nghiém yéu, su ton tai tap
hiit toan cuc dbi v6i mot 16p phuong trinh parabolic ntta tuyén tinh chia

toan ti suy bién manh A, trén mién bi chén.

Chitng minh dugc su ton tai va tinh duy nhit cia nghiém yéu, su ton tai tap
hit toan cuc dbi v6i mét 16p phuong trinh parabolic nita tuyén tinh chta

to4n ti suy bién manh P, , trén toan khong gian RY.

Chitng minh dudc tinh diéu khién dugc vé 0 tai moi thdi diém T > 0 khi
s+ v € (0,1/2) (suy bién yéu). Khi s = y = 1/2 (suy bién manh) chting
minh dugc tinh diéu khién dugc vé 0 khi thdi gian di 16n. Khis+y > 1 (suy
bién qua manh) ching minh dugc tinh khong diéu khién duge vé 0 dbi véi
bai toan diéu khién cho 16p phuong trinh parabolic cha toan ti suy bién

manh P, , trong trudng hop nhiéu chiéu.

2. Kién nghi mét s6 van dé nghién cttu tiép theo

Bén canh cac két qua da dat dugc trong ludn an, mét so van dé maé can dude

tiép tuc nghién ctu nhu:

e Nghién citu céc tinh chét ctia tip hat toan cuc nhin dudc cta Chuong 2
va Chuong 3, chiang han nghién cttu tinh tron clia tdp hat, danh gia sb

chiéu fractal, su phu thudc lién tuc vao tham bién,...
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e Nghién cttu su ton tai tdp hit toan cuc cta l16p phuong trinh parabolic

ntta tuyén tinh chita toan t& suy bién manh A, trén toan khong gian RY.

e Nghién ctiu tinh diéu khién dugc cho bai todn trong cac truong hop
con lai ctia s va y: Liéu 6 diéu khién dude vé& 0 khis+y € (1/2;1) ? Liéu
c6 diéu khién dugc vé 0 tai thoi gian da 16n, khong diéu khién duge vé 0
khi thoi gian bé, khis+y =1,s,y #1/2?
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