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MG DAU

1. Téng quan vé tinh hinh nghién ciu va li do chon dé tai

Thuat ngtt “ phuong trinh vi phan khong dia phuong” (NDE) ding dé chi nhiing phuong trinh
vi phan ma trong dé dao ham ctia ham trang thai khong xac dinh tai ting diém ma xéc dinh
thong qua mot cong thiic tich phan (goi 1a dao ham “cé nhd”). Mot trong cac 16p NDE ticu bicu
14 16p NDE duing dé mo ta cac qua trinh khuéch tan di thuong (anomalous diffusion)

Oy (k * [u — u(0)]) = Au, (1)

trong d6 u = u(x,t) 1a ham trang thai, £ la mot ham khé tich dia phuong, *’ 1a ki hiéu tich
chap Laplace, A 13 toan tit Laplace theo bién khong gian. Lép NDE nay da va dang nhan duge
quan tam nghién ctitu ciia nhiéu nha toan hoc. C6 thé ké ra mot sé két qua tieu bicu theo huéng
nghién citu 16p phuong trinh khuéch téan di thuong trong céc cong trinh Ke (2020), Kemppainen
(2016), Pozo (2019), Vergara (2015). Trong trudng hop dic biét khi

k(t) = glfa(t) = m,t > 0,0é S (0, 1), (2)

phuong trinh (1)) chinh 14 phuong trinh duéi khuéch tan, 14 déi tugng nghién citu cia nhiéu nha
toan hoc trong hai thap ky qua. Phuong trinh v6i nhan k& duge cho béi (2) con duge goi la
phuong trinh vi phan phan thit (FrDE). C6 thé thiy FrDE I3 mo hinh tiéu biéu ctia NDE, hi¢n
13 chti dé nghién citu c¢6 tinh thoi si.

FrDE 13 huéng nghién citu cia giai tich phan thi duge dé xuat nghién cttu vao nam 1695 béi
Leibniz va Euler sau dé duge phét trién béi nhieu nha toan hoc nhu Laplace, Fourier, Liouville,
Riemann, Laurant, Hardy, va Riesz,..., xem Kilbas (2006), Miller (1993), Sabatier (2007) va
Podlubny (1999). Trong vai thap ky trd lai day, nguoi ta da tim thay rat nhiéu ting dung clia
giai tich phan thi néi chung va FrDE néi rieng trong cac nganh khoa hoc cong nghé, ching han
nhu cac bai toan lien quan dén dién héa hoc, luu bién hoc, vat lieu x6p, vat lieu dan hoi, vat lieu
fractal,... Chi tiét mot s6 bai toan mo ta bdi FrDE c6 thé tim thay trong céc cuén sach chuyen
khéo (xem Hilfer (2000), Sabatier (2007), Shantanu (2011) va Podlubny (1999)). Pham vi tng
dung ngay cang rong ctia FrDE da thtc day nhiéu nghién ctu dinh tinh trong nhiing nim gan
day.

Mot trong nhitng van dé trung tam trong li thuyét dinh tinh phuong trinh vi-tich phan I3
nghién cttu dang diéu nghiém. Trong pham vi ctia ludn an nay, dang diéu nghiém ctia NDE bao
gdm céac cau héi vé dang diéu nghiém trong thoi gian hitu han, tinh 6n dinh nghiém va nghiem
phan ra.

Trong khoang hai thap ky tré lai day, huéng nghien ctu tinh 6n dinh nghiem déi véi FrDE
trong khong gian hitu han va vo han chiéu da nhan dugce nhiéu syt quan tam ctia cic nha toan hoc
trong va ngoai nude. Véi cac FrDE trong khong gian hitu han chiéu, bai toan nghien citu tinh 6n

dinh nghiém da dat duge nhiéu két qua co ban va ¢6 tinh hé théng. Phuong phap ham Lyapunov
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dé nghién citu tinh 6n dinh cho FrDE da dudc dé xuat vao nam 2008 bdi Lakshmikantham. Sau
dé6, phuong phap nay dude ap dung dé nghién ctu tinh 6n dinh cho nhiéu 16p FrDE nhu: FrDE
chita xung (xem Agarwal (2016)), phuong trinh vi phan ham phan tht (xem Stamova (2016)),...
(xem thém trong bai bao tong quan ciia Li (2011)). Cac diéu kién 6n dinh cho FrDE tuyén tinh
thong qua s6 mii Lyapunov phan thi va on dinh tuyén tinh hoa cho FrDE nita tuyén tinh dugc
nghién citu béi Cong (2014, 2016). Thém vao do, sit dung mot vai cong cu khac nhu bat ding
thitc kiéu Gronwall, nguyén i so sanh hay ham ma tran Mittag-Leffler, cac tac gia Kinh (2016),
Lazarevic (2009), Li (2017) va Zhang (2016) da thu dudc cic két qua vé on dinh trong thoi gian
httu han.

Khong giéng nhu FrDE trong khong gian hitu han chiéu, viéc nghién citu tinh 6n dinh cho
FrDE trong khong gian vo han chiéu gap nhiéu khé khan. Trén thyc té, vi cau tric vo han chiéu
ctia khong gian pha, kéo theo cac tinh toan doi véi dao ham phan thit trén phiém ham Lyapunov
kho thyc hién, nén viéc ap dung phuong phap ham Lyapunov dé nghién cttu tinh on dinh tiem
can cho FrDE khong kha thi. Chinh vi thé két qua vé tinh 6n dinh ciia nghiém déi véi cac FrDE
trong khong gian vo han chiéu con it duge biét dén. Do do6, dé nghién ctiu tinh on dinh cho FrDE
trong khong gian vo han chiéu ta can tim mot cach tiép can mdi.

Gan day, Chuong (2014) da nghién ctu tinh on dinh theo nghia Lyapunov déi véi mot 16p
phuong trinh tan xa-séng nita tuyén tinh chia xung va tré hitu han bang cach st dung phuong
phap diém bat dong. Anh va Ke (2015) da thiét lap sy ton tai nghiém phan ra kiéu da thiic cho
mot 16p FrDE trung tinh chita tré vo han bing cach sit dung dinh 1i diém bat dong cho anh xa
nén. Mot s6 két qua khéac vé tinh giai dugc, tinh 6n dinh tiém can, va su ton tai nghiém phan
ra cho FrDE trong khong gian vo han chiéu ta c6 thé tham khéo cac cong trinh Anh (2014), Ke
(2014), Wang (2012) va Zhou (2010).

Trong nhitng ndm gan day, hé dong lyc trong thoi gian hitu han da duge nghién ctu rong rai
béi nhidu nha toan hoc. Dong co dau tién thic day nghién ctu hé dong luc trong thoi gian hitu
han 1a tinh toan trudng véc to trong khoang thoi gian bi chan t € [to, ¢1] cia hé dong luc sinh
béi phuong trinh vi phan

#(t) = £ (x(1)). 3)
Khi phuong trinh duge xét trén nita truc, ngusi ta quan tam t6i dang diéu trong thoi gian
ngin clia nghiem, nghia 14 dang di¢u ctia nghiém trong [to, t;]. Viéc nghién cttu ndy ndy sinh ti
cac bai toan van chuyén trong chat 1éng, mang hoa sinh, truyén tin hiéu (xem Berger (2008),
Rateitschak (2010)), 6 d6 cdc qué trinh xdy ra trong thoi gian ngan. Do d6, viéc nghién citu
dang diéu nghiém trong thoi gian hitu han déng vai tro quan trong va c6 nhiéu § nghia thuc
tién. Trong luan an, ching toi st dung khai niém tinh hat trong thoi gian hitu han duge dua ra
bdi Giesl (2012) dé phan tich dang di¢u nghiém tai thoi diém cudi. Cu thé, mot nghiem y clia
he duge goi 1a hut trén [0, 7] néu ton tai s6 n > 0 sao cho véi bat ki nghiem z(-,€) cua
v6i dit kien ban dau ¢ ta c6

|2(T, &) — y(T,y(0)|| < [|€ = y(0)]|, V& € B, (y(0))\{y(0)},



trong d6 B, (yo) 1a hinh cau tam tai yo ban kinh 7. Néu ta ¢6

. 1
limsup —  sup |lz(T,€) —y(T,y(0))|| <1,
™0 T ¢eB, (y(0))

thi nghiem y dugce goi 1a hit mi trén [0,7]. Mot s6 két qua tieu biéu theo huéng nghién ctiu
tinh hit trong thai gian hitu han cho phuong trinh vi phan thuong c6 thé tim thay trong cac
cong trinh Berger (2011, 2008), Giesl (2012) va Haller (1998). Theo nhu khéo séat ctia chiing toi,
chuta c6 nghién citu nao vé dang diéu trong thoi gian hitu han ctia FrDE trong khong gian vo han
chiéu, dac biét cho 16p phuong trinh duge dua vé phuong trinh duéi khuéch tan. Do d6 ching
toi dat van dé nghién ciu st ton tai va tinh hit trong thoi gian hitu han ctia nghiem déi véi
phuong trinh duéi khuéch tan chita nhiéu phi tuyén trong khong gian Banach X:

d

(10 % [u = w(0)]) (1) = Au(t) + f(u(?)), ¢ € [0, 7] (4)

¢ d6 T > 0 ¢6 dinh; ham trang thai u(-) nhan gia tri trong khong gian Banach X; A 1a toan ti
tuyén tinh, dong va khong bi chan; f: X — X la ham phi tuyén; g;_, x v, v6i v € L} (RT; X)

la tich chap Laplace.

Cac NDE theo bién thoi gian nhu phuong trinh vGi A la toan ti dao ham riéng elliptic
cap hai dugce sit dung trong vat li toan dé mo hinh hoa cac qua trinh dong liyc hoc trong vat lieu
6 tinh nhé. Kemppainen va cac cong sy (2016) da chi ra rang néu thay nhan ¢g;_, bdi cdc nhan
kha tich dia phuong khéc, ta c¢6 thé diing phan tuyén tinh ciia he dé mo ta nhiéu qua trinh
nhu quéa trinh khuéch tdn nhanh va qué trinh khuéch tan siéu cham.

St dung bat dang thiic kicu Gronwall ciing v6i cac u6e lugng dia phuong ctia nghiem (e
lugng vé6i dit kien ban dau nhé), ching t6i chiing minh tinh hat va hat mi ctia nghiém tam
thuong (nghiem 0) va nghiém tuy y cho phuong trinh (4)), ¢ d6 s6 hang phi tuyén f cho phép
tang truéng trén tuyén tinh.

Khi mo6 hinh hoa mot bai toan béi mot hé phuong trinh tién hoa, c¢6 hai tinh huéng dugc
xem xét. Tinh hudng dau tién la ta c6 thé xac dinh duge cac hé s6 va dit kien ban dau ctia he
phuong trinh. Khi dé ta c6 thé giai hé hodc nghién citu cac tinh chat dinh tinh ctia nghiém bing
cac cong cu giai tich. Bai toan ting véi tinh hudng nay goi 1a bai toan thuan (forward problem).
Tinh hudng thi hai xay ra khi ta khong xac dinh duge day du cic hé s6 trong phuong trinh
hodc khong do duge dit kien ban dau. Khi d6 cting ltic ta phai xac dinh cac hé s6 hodc dit kién
va nghiem tuong tng ctia hé dya vao nhing ‘do dac’ bo sung. Luc nay ta c¢é bai toan ngudc
(inverse problem). Can nhan manh riang, khac v6i bai toan thuan, bai toan nguge thuong 1a bai
toan dat khong chinh theo nghia Hadamard, c6 do phiic tap cao va can c6 cach tiép can phit
hop véi timg truong hgp cu thé. Chinh vi vay, cac phuong phap giai bai toan ngudce rat phong
pha.

Trong nhung nam gan day, bai toan ngude dbi véi phuong trinh dao ham rieng phan thi thu
hiit sy quan tam ctia nhiéu nha toin hoc. Bai toan xac dinh ngoai lite déi v6i phuong trinh dao
ham riéng phan thit tuyén tinh da duge dé cap trong nhiéu bai bao, § d6 hé s6 duoc xac dinh dua
trén: phuong phap ham dac trung (xem Kirane (2013), Sakamoto (2011), Wei (2013) va Zhang
(2011)), phuong phép chinh quy hoa (xem Ruan (2017), Wei (2016)), Dinh li gii tich Fredholm
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(xem Tatar (2015)), hodc phuong phap théc trién duy nhat (xem Jiang (2017)). Ngoai ra, nguoi
doc quan tam c¢6 thé tham khao (Jin (2015), Kaltenbacher (2019)) cho cac loai bai todn ngugc
déi v6i phuong trinh dudi khuéch tan, trong dé tham s6 can xac dinh c6 thé la dit lieu ban dau,
s6 hang nguon hoic cac he s6 khac trong phuong trinh. So véi truong hop tuyén tinh, bai toan
xac dinh ngoai Iite v6i phuong trinh dao ham riéng phi tuyén phitc tap hon rat nhiéu va cac két
qua lién quan con it dugc biét dén. St dung nguyén 1y cuc dai cho phuong trinh dudi khuéch
tan, Luchko va cac cong su (2013) da nghién citu bai toan xac dinh s6 hang nguon phi tuyén.
Slodicka va Siskova (2016) st dung phuong phap roi rac hoa dé nghién cttu bai toan xac dinh
s6 hang nguon phu thuodc thai gian cho phuong trinh dudi khuéch tan nita tuyén tinh. Sit dung
phuong phap t6i wu, Tatar va Ulusoy (2017) da nghién cttu bai toan xéc dinh sé hang khuéch
tan phi tuyén trong phuong trinh duéi khuéch tan. Stt dung phuong phap dinh 1f diém bat dong,
Wu (2014) da nghién cttu bai toan xac dinh s6 hang nguon cho phuong trinh truyén séng phan
tht nita tuyén tinh, 6 d6 cac tac gid da ching minh két qua vé sy ton tai dia phuong. Can chu
v rang, khong giéng nhu céc phuong trinh bac nguyeén, ching ta khong thé kéo dai nghiem cho
phuong trinh phan thi vi nghiém ctia phuong trinh phan thit khong c6 tinh chat nita nhém.
Ngoai ra st dung phuong phap diém bat dong nghién ctu bai todn ngude c6 thé xem Lorenzi
(2012), (2014).

Trong luan &n, ching toi xét bai todn xac dinh tham s6 (FrIP): cho &, ¢ € X, tim (z,u, 2)
thod man bat dang thic vi bién phan phan thi

D§x(t) = Ax(t) + B(u(t))z + h(x(t)),t € (0,7, (5)
(F(x(t)) + G(u(t)),v —u(t)) > 0,Vv € K,t € [0,T7, (6)
z(0) = &, (7)

va thod man diéu kien .
/ o(s)z(s)ds = 1, (8)
0

trong d6 x(-) nhan gia tri trong khong gian Banach X va wu(-) nhéan gié tri trong khong gian
Hilbert U, K 1a tap con loi déng trong U, z € X; D§,« € (0,1), 1a dao ham phan thit Caputo
cap . Trong m6 hinh bai toan, A 1a toan ti tuyén tinh déng tren X; p € C1([0,7];R) 13 ham
khong am; B: U - R, h: X — X, F: X - U*, G : U — U* 1a céc anh xa cho trude va (-, -) 1a
cap dbi ngau chinh tic gitta U va U*.

Céc bat dang thiic vi bién phan (DVIs) xuat hién nhu 1a mot hé chita mot phuong trinh tién
ho4 va mot rang budc bat ding thiic bién phan. DVIs dude nghién ciu hé théng béi Pang va
Stewart (2008). O d6 DVIs nhu la mo hinh tdng quat cho cac phuong trinh vi phan dai 6, cac
bai toan bit vi phan,... Thic té DVIs mo ta cac mo hinh toan hoc & d6 1a noi giao thoa ctia hée
dong e va tdi uu.

Xét mot s6 truong hop dic biet ctia he (5 @ Giast, X =R", K=U =R"™. Hé @ 0)

dang sau

Dyx(t) = F(a(t), <>z>,te<o,T1,
G(z(t),u(t)) =0, t € [0, 7],



6 do F(z(t),u(t), z) = Az(t) + B(u(t))z + h(z(t)) va G(z(t),u(t)) = F(z(t)) + G(u(t)), day la
mot hé phuong trinh vi phan phan thi-dai s6. He nay da dugc st dung dé mo ta mang dién
(xem Pang (2008)).

Gia st ©Q C R" 1a mién bi chin véi bién tron, X =U = K = L*(Q), A = A la toan tit Laplace
véi diéu kién bien thuan nhat va, G = —A. Khi d6 (5)-(6]) c6 dang

%y = Ay + h(y,u,z) trong Q x (0,7],
_Au+F(y) =0 trong Q x [O,T],
y=u=0 tréen 00 x [0,T],

3 d6, O 1a dao ham Caputo phan thi cAp « theo bién thoi gian ¢, h(y, u, z) = B(u)z + h(y).
Day la hé loai parabolic-elliptic, hé nay dude stt dung dé mo ta chuyén dong ctia vi khuan dudi
tac dong ctia hoa chat (xem Jager (1992)), va qua trinh khoi phuc dnh (xem, Jin (2010)).

DVIs phan thtt (FrDVIs) duge dé xuat dau tien trong Loi (2016), 6 d6 cac téc gia da st dung
phuong phéap bac t6 po dé chiing minh tinh gidi duge. Trong cong trinh Ke (2015), cac tinh chat
dinh tinh cho mot 16p FrDVIs duge nghién cttu. Cha ¥ rang cac FrDVIs trong Loi (2016) va Ke
(2015) dugc thiét lap trong khong gian hitu han chiéu. Tuy nhién, néu phuong trinh tién hod
trong DVIs miéu t4 mot phuong trinh dao ham riéng, ching ta c¢6 DVIs vo han chiéu. Trong
nhiing nan gan day, DVIs trong khong gian vo han chiéu thu hat syt quan tam nghién ctu béi
nhiéu nha toan hoc, c6 thé ke dén cac két qua tieu bieu Anh (2017), Liu (2017), (2016), & d6
cac tac gia da nghién ctu tinh giai duge va dang diéu tiém can nghiém ctia DVIs ma rang buoc
12 phuong trinh tién hoa cap mot trong khong gian Banach.

Trong luan an nay ching t6i nghién citu cau héi xac dinh s6 hang rang buoc ctia FrDVI
(B)-(9). Cu thé, trong biéu dién B(u(t))z clia phuong trinh (f]), s hang B(u(t)) la bien do cta
rang buoc, s6 hang z € X 1a huéng clia rang buoc va duge gia st 1a chua biét. S6 hang nay sé
dugce xac dinh bdi st dung phép do (10). Chu y riang, khi ¢(t) = T~!, diéu kién do dang
chinh la gié tri trung binh clia ham trang thai trén [0, 7. Bai toan (FrIP) sé dugc ching toi
nghién cttu nhu sau. Duéi gia sit 1a A 1a toan tit quat, ching t6i chitng minh nghiém tich phan
ctia (5)-(10) cting 1a nghiem co dién. Sit dung dinh i diém bat dong Schauder ching to6i chiing
minh sy ton tai nghiém toan cuc (z,u, 2) v6i mdi dit kien ban dau (&, ). Bd sung them gia thiét
he s6 Lipschitz ctia F' nhé, chiing t6i chiing minh anh xa (£,v) — (z, u, z) Lipschitz dia phuong
tit X x D(A) t61 C([0,T]; X) x C([0,T];U) x X, tit d6 ching t6i nhan duge két qua vé tinh duy
nhéat va tinh on dinh ctia nghiem.

Bén canh 16p phuong trinh dudi khuéch tén, trong luan an nay ching t6i quan tam t6i hai
16p NDE khéac duge nghién citu gan day trong dong luc hoc chat 1ong. Lép NDE thit nhat lien
quan dén phuong trinh Basset dang
%(k‘ou + ko [u—u(0)]) (¢) + Au(t) = f(u(t)),t € (0,T] (9)

u(0) = wo, (10)

& d6 ham trang thai u(-) nhan gia tri trong khong gian Hilbert kha ly H; k € L (RT), ky > 0;

loc

A 1a toan ti tuyén tinh tréen H va f : H — H 1a ham phi tuyén.
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NDE nhu @ xuat hién khi mo hinh hoa nhiéu qua trinh, chang han: qua trinh truyén nhiét
trong cac vat lieu c6 tinh chat nhé (xem Clément (1981), Priiss (2012)); qua trinh thuan nhat
hod dong mot pha trong moi trudng x6p (xem Amaziane (2007), Hornung (1990)). Khi kg = 0
va k = gi_a,a € (0,1), phuong trinh (9) chinh 1a phuong trinh duéi khuéch tan (4). Khi ko > 0
va k = g1/2 phuong trinh (9) 1a phuong trinh Basset phi tuyén (xem Ashyralyev (2011)).

Phuong trinh Basset duge dé xuat nghién citu vao nhitng nam 1910 bdi nha toan hoc ngudi
Anh, A.B. Basset khi ong nghién cttu chuyén dong ctia hat trong moi truong chat 1éng c6 nhét
khong nén duge duéi tac dong ctia Iyc hap dan. McKee (1983) da st dung phuong phap s6 tim
nghiém gan ding ctia phuong trinh loai Basset. Tinh dit ding clia phuong trinh Basset tuyén
tinh da dugc thiét lap gan day trong cic cong trinh Ashyralyev (2011), Bazhlekova (2014) va
Hornung (1990). Theo nhu ching t6i duge biét, cho dén nay cac két qué vé nghien citu dinh tinh
cho 16p phuong trinh loai Basset van con han ché. Trong luan an nay, muc dich ctia ching toi 1a
tim diéu kién thich hop déi véi k va f dé chiing minh su ton tai nghiém va tinh hit trong thoi
gian hitu han cho cac nghiém cta @— trong truong hop ko > 0.

St dung cach tiép can trong Ke (2020), chiing toi dan ra cong thiic nghiem dang bién thien
héng s6 cho he (9)-(10) va ching minh mot bat déng thic kieu Gronwall tuong ting véi he
@—. Sau do6 st dung nguyén 1i anh xa co két hop véi cac ude lugng dia phuong ctia nghiem
dé chitng minh sy ton tai va tinh hit trong thoi gian hitu han ctia nghiém. Hé qui ciia tinh hit,
chiing t6i chiing minh sy ton tai nghiém tuan hoan/d6i tuan hoan cta (9), nghia la, cdc nghiem
thod man u(0) = +u(7T).

Lép NDE thit hai lien quan dén phuong trinh Rayleigh-Stokes dang

Ou — Au — O(m * Au) = f(t,u) trong Q,t >0, (11)
Bu =0 trén 052, t > 0, (12)
u(-,0) = ¢ trong €, (13)

G dé 0, = %; m € L}, (RT) la mot ham khong am; f 1a ham phi tuyén; £ € L*(Q) 1a dit kien

ban dau; B la toan tit bién thuoc mot trong hai dang sau
Bu = u hoac Bu = v -Vu -+ nu, n> 0,
v6i v 1a phap tuyén ngoai doéi véi bien 9.
C6 thé thay, phuong trinh 14 dang tong quét ctia nhidu 16p phuong trinh. Néu m 14 mot

hing s6 khong am thi chinh 14 phuong trinh khuéch tan c6 dién. Trong trudng hop m la
mot ham chinh quy, vi du m € C*(R*), thi trd thanh phuong trinh khuéch tan c6 nhé:

Ou— (1+m(0))Au — /0 m/(t — s)Au(s)ds = f(t,u),

day 1a 16p phuong trinh dugc nhiéu nha nghién cttu quan tam, xem Cannarsa (2013), Conti
(2014), Miller (1978) vé cac két qué lien quan dén 16p phuong trinh nay. Ngoai ra, néu m(t) =
mogi—a(t),mo >0, a € (0,1), thi ta ¢6 phuong trinh

Ou — (1 4+ mody)Au = f(t,u).
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Day la phuong trinh Rayleigh-Stokes phan tht (xem Bazhlekova (2015)), v6i 0f 1a dao ham
phan thit Riemann-Liouville cap a.

Phuong trinh Rayleigh-Stokes phan tht dugce st dung dé mo ta dong chay khong Newton
trong moi truong vat liéu c6 ca tinh dan hoi va tinh nhét. Theo d6, phuong trinh Rayleigh-Stokes
phan thtt duge sit dung dé nghién cttu nhiéu bai toan ap dung thuc tién trong cong nghiep, ki
thuat (xem Bazhlekova (2015) cting v6i cac tai liéu trich dan trong do). Cac phuong phap sb
dé tim nghiem xap xi cho phuong trinh Rayleigh-Stokes phan tht da dudc nghien ctu trong
Bazhlekova (2015), Chen (2013). Gan day, trong cac cong trinh Luc (2019) va Tuan (2019), céc
tac gid da ban vé bai toan gia tri cudi cho phuong trinh Rayleigh-Stokes phan thit. Trong luan
an, ching t6i dat van dé nghién citu tinh giai dugce va tinh on dinh ctia bai toan — trong
trudong hgp m 1a ham khong chinh quy (chédng han m khong bi chan trong lan can ctia t = 0).

Dé nghién citu noi dung nay, ching toi dat gia thiét ham 1 4 ym,y > 0, 1a ham hoan toan
duong. Dua trén gia thiét nay, ching toi thiét lap cong thitc biéu dién nghiem dang bién thien
héing s6 va chiing minh mot bat dang thic kiéu Gronwall cho he (11))-(13)). Két hgp bat dang
thitc nay cling véi cac ude luong dia phuong ciia nghiém chting t6i thu duge két qua vé sur ton
tai va tinh on dinh theo nghia Lyapunov ctia nghiém. Ngoai ra, khi tinh duy nhat nghiem khong
duge ddm bdo, ching toi chitng minh ton tai tap compact khac rong cac nghiém phan ra ctia hée
(11)-(13), bang cach 4p dung dinh Ii diem bat dong cho anh xa nén.

Tit nhitng 1f do vita ké trén, ching toi da Iya chon dé tai nghién citu ciia luan an la: “Dang

diéu nghiém ctia moét sé 16p phuong trinh tién hoa khéng dia phuong’”.

2. Muc dich, dbi twong va pham vi nghién ciu

2.1. Muc dich nghién citu: Luan 4n nghién citu mot s6 van dé dinh tinh déi v6i mot s6 16p
NDE, bao gom: tinh hut trong thsi gian hitu han ctia nghiém; tinh én dinh tiém can nghiem
theo nghia Lyapunov; tinh gidi duge, tinh duy nhat va tinh 6n dinh ctia bai toan xac dinh tham

SO.

2.2. D6i tugng nghién citu: Trong luan an, ching toi xét bén 16p bai toan sau
» Phuong trinh duéi khuéch tan.
* Phuong trinh loai Basset.
* Phuong trinh loai Rayleigh-Stokes.
x Bat dang thitc vi bién phan phan thi.

2.3. Pham vi nghién cttu: Pham vi nghién citu clia luan an dude thé hién thong qua céc noi
dung sau.

* NOi dung 1. Nghién citu dang diéu nghiém trong thoi gian hitu han thong qua tinh hit va
hit mil trong thoi gian hitu han cia nghiém cho hai 16p NDE: 16p phuong trinh duéi khuéch téan
va 16p phuong trinh loai Basset.

x Noi dung 2. Nghién citu tinh én dinh tiém can nghiém ctia phuong trinh tién hoa loai

Rayleigh-Stokes nita tuyén tinh.



x No6i dung 3. Tinh giai dugc, tinh duy nhat va tinh 6n dinh déi véi bai toan xéc dinh tham
s6 trong mot 16p bat dang thiic vi bién phan phan th.

3. Phuong phap nghién ciu

Luan an st dung cac cong cu ctia gidi tich 16i, gidi tich da tri, gidi tich phan thi, phuong
trinh tich phan Volterra v6i nhan hoan toan duong, li thuyét on dinh, i thuyét diém béat dong
va Ii thuyét nita nhom. Ngoai ra, khi nghién cttu cac noi dung cu thé, ching toi stt dung mot s6

két qua va ki thuat tuong tng. Cu thé:

e Dé chitng minh su ton tai nghiém, nghiém phan ra ching toi sit dung phuong phap uéc
lugng theo do do khong compact va cac dinh 1i diém bat dong.

e Dé chiing minh tinh hit trong khoang thoi gian hitu han ching t6i stt dung céc bat ding
thitc kiéu Gronwall két hgp véi cac ude lugng dia phuong ciia nghiem.

e Dé chiing minh tinh 6n dinh tiém can nghiém ching toi sit dung phuong phap udc lugng
dia phuong va bat dang thitc kicu Gronwall.

e Dé chitng minh tinh gidi dugc, tinh duy nhat va tinh 6n dinh cho bai toan x4c dinh tham
s6 trong mot 16p bat dang thitc vi bién phan phan thit ching toi dya trén tinh chinh quy
nghiém ctia phuong trinh dudi khuéch tan va cac dinh Ii diém bat dong.

4. Két qua dat dudc ctia luan an
Luan an da dat dudc cac két qua sau day:

1. Chiing minh sy ton tai nghiém tich phan va tinh hat trong thoi gian hitu han ctia nghiém
tam thuong ciing nhu nghiém tuy ¥ déi véi hai 16p NDE ntta tuyén tinh: phuong trinh duéi
khuéch tan va phuong trinh loai Basset, véi gia thiét s6 hang phi tuyén c6 tang trudng trén

tuyén tinh.

2. Chitng minh si ton tai va tinh 6n dinh tiém can nghiém ctia mot 16p NDE nita tuyén tinh
loai Rayleigh-Stokes. Di#c biét trong truong hgp khong duy nhat nghiém ching to6i ching

minh ton tai tap compact khac réng cac nghiém phan ra.

3. Chiing minh tinh gidi dugc, tinh duy nhét va tinh on dinh déi véi bai toan xac dinh tham
s6 trong mot 16p bat déng thic vi bién phan phan thi.

Cac két qua trén day cia luan an duge cong bd trong 03 bai bao trén cac tap chi chuyén
nganh (liet ke & muc “Danh muc cong trinh khoa hoc cia tac gid lién quan dén lugn an”), 01 bai

bao da hoan thanh & dang tién an pham. Cac noi dung chinh ctia luan 4n da duge bao cao tai:
e Xémina Giadi tich, BO mon Giai tich, Khoa Toan, Truong Dai hoc Su pham Ha Noi 2;

e Xémina Phuong trinh vi phdan va tich phan, Bo mon Giai tich, Khoa Toan-Tin, Truong Dai
hoc Su pham Ha Noi;



e Hoi thao cho Nghién citu sinh, Khoa Toan, Truong Dai hoc Su pham Ha Noi 2, 2017, 2018,
2019.

5. Cau tric cua luan an

Ngoai phan Mé dau, Két luan, Danh muc cong trinh cong bo va Tai lieu tham khao, luan

an gom 4 chuong:

e Chuong 1: Kién thite chudn bi. Trong chuong nay, ching to6i nhic lai mot s6 khai niem va
két qua co s vé giai tich phan thi, giai tich da tri, mot s6 dinh 1i diém bat dong, 1i thuyét
nita nhém, 1f thuyét do do khong compact (MNC) va 4nh xa nén, phuong trinh tich phan

Volterra va mot sé két qua bo tro.

e Chuong 2: Ddng diéu nghiém trong thoi gian hitu han ciia mot so ldp phuong trinh tién hod
khong dia phuong nita tuyén tinh. Trong chuong nay, ching toi chitng minh tinh gidi duge
va tinh hit trong khodng thoi gian hitu han ctia nghiem déi véi hai 16p NDE: 16p phuong
trinh duéi khuéch tan va 16p phuong trinh loai Basset, véi gia thiét phan phi tuyén cé tang
truéng trén tuyén tinh.

e Chuong 3. Tinh on dinh ciia phuong trinh tién hod logi Rayleigh-Stokes nita tuyén tinh. Véi
bai toan nay, ching toi chitng minh tinh giai duge, tinh 6n dinh tiém can. Ngoai ra, trong
truong hop khong duy nhat nghiém, ching t6i chitng minh ton tai tap compact khac rdng

cac nghiém phan ra.

e Chuong 4. Bai todn zdc dinh tham sé trong bat ddang thic vi bién phan phan thi. Trong
chuong nay, chiing toi chiing minh két qué vé tinh giai dugc, tinh duy nhat va tinh 6n dinh
nghiém dbi véi bai toan xac dinh tham sb trong bat dang thitc vi bién phan phan thi.



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay, chiing toi nhic lai mot s6 kién thiic co s vé gidi tich phan thi, gidi tich da
tri, mot s6 dinh li diém béat dong, li thuyét nita nhom, 1i thuyét phuong trinh tich phan Volterra

va mot s6 két qua bo tro.

1.1. Mot s6 khong gian ham

Trong muc nay, chiung toi nhic lai mot s6 khong gian ham can dung trong luan an.

1.2. Giai tich phan thw&

Trong muc nay, ching t6i nhic lai mot s6 khai niém va tinh chat lien quan dén dao ham, tich

phan phan thu.

1.3. Phép bién déi Laplace

Trong muc nay ching toi nhéc lai dinh nghia va mot sé tinh chat co ban ctia phép bién doi

Laplace, bién déi Laplace ngudc.

1.4. D6 do khong compact va cac uéc lugng

Trong muc nay, ching toi trinh bay khai niem do do khong compact va mot s6 wde lugng lien

quan dén do do khong compact Hausdorff.

1.5. Anh xa nén va mot sé dinh li diém bt dong

Trong muc nay, chiing toi trinh bay vé nguyeén 1i diém bat dong cho 4nh xa nén.

1.6. Li thuyét nita nhém

Muc nay duge dung dé trinh bay mot s6 khai niem va két qua trong 1i thuyét nita nhom.
1.7. Bai toan Cauchy déi v6i phuong trinh vi phan phan thi

Muc nay trinh bay cong thic biéu dién nghiem déi véi bai toan Cauchy cho phuong trinh duéi
khuéch téan.

1.8. Phuong trinh tich phan Volterra

Trong phan nay, ching to6i nhic lai mot s6 két qua ddi véi nghiém clia phuong trinh tich phan

Volterra véi nhan hoan toan duong.
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Chuong 2

DANG DIEU NGHIEM TRONG THOT GTIAN HUU HAN CUA MOT SO LOP
PHUONG TRINH TIEN HOA KHONG DIA PHUONG NUA TUYEN TINH

Chuong nay ching t6i mé rong khai niém vé tinh hat va hat ma trong khodng thoi gian hitu
han do Giesl va Rasmussen dé xuat va xét cac tinh chat nay clia nghiém déi véi hai 16p NDE
ntta tuyén tinh: 16p phuong trinh dudi khuéch tan va 16p phuong trinh loai Basset.

Noi dung ctia chuong nay duya trén bai bao s6 , trong Danh muc cong trinh khoa hoc

clia tac gid lien quan dén luan an.

2.1. Dang diéu nghiém trong thoi gian htu han ctia phuong trinh duéi khuéch tan

Trong muc nay, ching t6i nghién cttu tinh giai duge va tinh huat, hat ma trong khoang thoi
gian hitu han cho cac nghiém ctia phuong trinh duéi khuéch tan.

2.1.1. Dat bai toan

Cho (X, || -|) 1& khong gian Banach va o € (0, 1). Xét phuong trinh

d

a(gl,a * [u—u(0)])(t) = Au(t) + f(u(t)),t € [0,T], (2.1)

G do g1o(t) =t7*/T(1 —a),a € (0,1),t > 0, ham trang thai u(-) 1y gia tri trong khong gian
Banach X, A la toan tif tuyén tinh déng tren X, f : X — X 13 ham phi tuyén.
2.1.2. Sy ton tai nghiém tich phan
Dé nghién ciu tinh giai duge ctia phuong trinh (2.1)), ching t6i dat cdc gia thiét sau.
(HA) Cy-ntta nhém {S(¢)}1>0 sinh bdi A lien tuc theo chuan va ton tai M > 1 sao cho
1S(E)u|l < M||u||,¥Vt > 0,Vu € X.
(HF) Ham phi tuyén f: X — X lién tuc va thod man

(1) diéu kién tang trudng
1 ()| < ([lul)), vu € X,

trong d6 ¥ : RT — R* 1a mot ham lién tuc khong giam;

(2) néu S(-) khong compact thi v6i méi tap bi chin Q C X, ta ¢6
X(f(9) <k x(Q),k € RT.
Cho € € X, xét todn ti nghiem X : C([0,T]; X) — C([0,T]; X) cho béi cong thitc
D)0 = Sl + [ (1= 91" Pult = )1 (uls) ds.
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Theo cong thitc trén ta thiy rang u la nghiem tich phan ctia phuong trinh (2.1)) khi va chi khi

u 1a diém bat dong clia toan tit nghiem 3. Bo6 dé sau chi ra tinh nén ctia 3.

B6 dé 2.1. Néu cdic gia thiét (HA) va (HF) duge thod man thi vdi moi tap bi chan Q C
C([0,T]; X) ta c6 ude luong

¢
) < ((sup th [0 9Pl - s (@)
te(0,7) 0
Dinh i sau phat biéu két qua vé tinh gidi duge ctia phuong trinh (2.1)).
Dinh i 2.1. Gid st cdc gid thiét (HA) va (HF) dugc thod man. Néu ton tai R > 0 sao cho

Mo+ 1)R
(o + DIE+ To0(R) ~

(2.2)
thi ton tai mot tap compact khdc rong cdc nghiém tich phan cia phuong trinh (2.1)) trén [0, T).

2.1.3. Tinh hiat trong thoi gian httu han

Trong phan nay, ching toi chiing minh mot s6 két qua vé tinh hut trong thoi gian hitu han
cho nghiém ctia phuong trinh (2.1)). Ki hieu S(¢) la tap cac nghiém ctia phuong trinh ung
v6i dit kien ban dau £. Chiung toi stt dung khai niém sau vé tinh hiat trong thoi gian hitu han
cua nghiém cta phuong trinh .

Dinh nghia 2.1 (Tinh hat trong thoi gian hitu han). Cho y : [0,7] — X 1a mot nghiém ctia
phuong trinh .

(i) y dugc goi la hut trén [0, 7] néu ton tai n > 0 sao cho
[u(T, &) —y(T,y(0)] < lI€ = »(O)],

voi moi € € B, (y(0))\{y(0)} va u € S(§).

(i) y dugc goi 1a hut mi trén [0, 7] néu

. 1
limsup— sup sup [lu(T,¢) —y(T’y(0))| < 1.
N0 71 €€By (y(0)) ues(€)
Tit dinh nghia suy ra ring néu mot nghiém c6 tinh chat hat mi thi né c6 tinh chat hat. Bo

dé sau cho ta mot dieu kién du cia tinh hit mi.

Bo dé 2.2. Choy € O([0,T); X) la mot nghiém ciia phuong trinh [2.1). Khi dé y hit mi trén
[0,T] néu
T, y(0 —y(T,y(0
limsup  sup [u(T,y(0) + &) —y(T',y(0))]

<1 (2.3)
Iel—0 ues(y(0)+€) (9]

Dé nghién cttu tinh hit trong thai gian hitu han cho cac nghiém ctia phuong trinh (2.1]), chiing
toi thay thé cac gia thiét (HA) va (HF) béi cac gia thiét sau.

(A*) Nita nhém S(-) sinh béi A lien tuc theo chuan va ton tai M > 1,3 > 0 sao cho
IS()ull < Me™|lull, ¥t > 0,Vu € X.

12



(F*) Ham f thod man gia thiét (HF) v6i ¥ 1a ham Lipschitz dia phuong, ¥(0) = 0 va ton tai
50 7 < 7 sao cho | f(w)l| = v[Jull + o([[ull) khi [Jul| — 0.

B6 dé 2.3. Néu cic gid thiét (A*) va (F*) dugc thod man tha

limsup sup |ju(t)]| =0, Vt € (0,7].
[€—0 ueS(E)

Dinh 1i 2.2. Néu cdc gid thiét (A*) va (F*) dugc thod man va
1
Fan(—(8 = 7M)T) < - (2.4)

thi nghiém tam thuong clia phuong trinh (2.1) hat ma trén [0, T).
Heé qué sau cho ta két qua ve hut tuyén tinh hoa cho phuong trinh (2.1)).
Heé qua 2.1. Gid si (HA) dugc thod man va f € C*(X) sao cho

(1) f(0) =0;

(2) f thod man gid thiét (HF) vdi W la ham Lipschitz dia phuong;

(3) Ag = A+ Df(0) la phan ti sinh ciia nita nhém on dinh mi {So(t) }i>0, nghia la ton tai
B >0 sao cho
HSO(t)Hop < eiﬁt, Vit > 0.

Khi dé, nghiem tam thuong cia phuong trinh ([2.1)) hit trén [0,T).

Dé chiing minh tinh hit ciia cic nghigm khac nghigm tam thuong, ta thay gid thiét (F*) bai
gid thiét sau.

(F*) Ham f thod man gia thiét (HF)(2) va
1 () = fF) < ¥(flu=v]), Vu,v e X,

trong d6 ¥ € C'(R*;R™) 1a ham Lipschitz dia phuong, khong gidm va ton tai sd v < % sao cho
U(r) =~r+o(r) khi r — 0.

Dinh 1i 2.3. Gid st (A*), (F*) va (2.4) dugc thod man. Khi dé moi nghiém ciia phuong trinh
(2.1) hat ma tren [0,T7].

2.1.4. Ap dung

Cho ©Q ¢ RY 1a mién bi chin vé6i bien 09 tron. Xét bai toan

Ou(x,t) = Agu(z,t) + fu(z,t)), a € (0,1), t € [0,T], (2.5)
u = 0 trén 0€2, (2.6)
u(z,0) =¢&(x), x € Q. (2.7)

Trong mo6 hinh bai toan (2.5)-(2.7), ¢ 1a dao ham phan thit Caputo cip « ting v6i bién thoi

gian ¢, A, 1a toan tit Laplace theo bién z, va f : R — R la ham s6 lien tuc.
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Xét
X =Co(Q) ={veC(@Q):v=0 tren 09},
v6i ||v]| = sup |v(x)]. Ddt A = A v6i mién xac dinh D(A) = {v € Co(Q) N HL(Q) : Av € Cy(Q)},
zeQ
va xét f: Co(Q) — Cp(R2) nhu sau
f)() = fu()), Yo € Co(9).

Khi d6 ([2.5)-(2.7) 13 mot truong hop cu thé ctia phuong trinh (2.1]). Ta biét rang A sinh ra
Co-nita nhém {S(t) }1>o co, compact tren X. Do d6 gia thiét (HA) thod man.
S(t)||op =1 v6i moi ¢ > 0 hoac S(-) 6n dinh mi. Mt

Luu ¥ rang véi nita nhém co S(+), thi

khéc, ta co

A QQ/N
Hs(t)”op < M@_Mt’ M = exp (&) 7

4m
trong do A\; 1a gid tri rieng dau tien ctia toan tit —A trong H} (), cu thé

Jo [VulPdx .
= = H;(Q
A1 sup{ [ dz ue Hy(Q),u#0,,

va Q] 1a thé tich ctia mién Q. Do d6 gia thiét (A*) duge thod man.
Ta xét truong hgp f c6 tang trudng trén tuyén tinh
1f(2)| < k|z]P,Vz e R, véi k>0, p> 1.
Khi d6 f(0) = 0va ||f(v)]| < k|lv]|P v6i moi v € Cy(2). Ta thiy ring f thod man (F*) véi vy = 0.
Theo Dinh li , nghiém tam thuong cta ([2.5) hat mi tren [0, 7] néu
pWle) 2/N
exp (%) Bar(—\T?) < 1.

7T
Thuyc té, diéu kién cudi dat trén 7', dicu kién nay yéu cau T > T* v6i T* = T*(Q, N) > 0. Ta sé
thay thé didu kien nay bai gia thiét réing f € C%(R) sao cho f/(0) < 0. Vi f kha vi cAp hai, nén
f e CYCy(Q)). Cha § 1a Df(0) = f(0)I, nita nhém Sy(-) sinh bdi Ag = A + Df(0) xac dinh
bdi
So(t) = e'O1S(¢), t > 0,

va vi S(+) 1a ntta nhém co nén ||Sy(t)||op < et ¢ > 0. Sit dung He qua , ta c6 thé khang
dinh réing nghiém tam thudng cta hat mi trén [0, 7] véi moi T' > 0.

2.2. Dang diéu nghiém trong thoi gian hitu han ctia phuong trinh tién hoa loai Basset

Trong muc nay, ching t6i nghién cttu tinh giai duge va tinh hut, hat ma trong khoang thoi

gian httu han cho cdc nghiém clia phuong trinh tién ho4 loai Basset.

2.2.1. Dat bai toan

Cho H la khong gian Hilbert kha ly va T > 0. Xét bai toan

%(kou + ko [u — u(0)])(¢) + Au(t) = f(u(?)),t € (0,T] (2.8)
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u(0) = uy, (2.9)

trong d6 ham trang thai u(-) 1lay gia tri trong H, ko > 0, k € L} (RT), A la toan tit tuyén tinh
tren H va f : H — H la ham phi tuyén.

Dé nghién citu bai toan (2.8))-(2.9), chiing toi diit cac gid thiét sau.
(Hk) ko > 0 va nhan k € Lj, (R") 12 mot ham khong tang, khong am.

loc
(Ha) A: D(A) — H la toan tit trit mat, xac dinh duong, tu lién hgp véi gidi thic compact.
2.2.2. Biéu dién nghiém ctia bai toan tuyén tinh
Gia st gid thiét (Hk) duge thod man. Xét bai toan tuyén tinh
%(k‘ou + ko [u — o)) (1) + Au(t) = f(t),t € (0,T] (2.10)
u(0) = o, (2.11)

6 do f e C([0,T],H). Goi £ 1a nghiém duy nhét clia phuong trinh tich phan

kol + k=1 tréen RT. (2.12)
Theo gia thiét (Ha), ton tai day tang {\,}°2,,

D<M < <<\, <+, N\, = 400 khin — +oo,

va cac véeto {e, }°°, C D(A) sao cho {e, }°° ; 1 mot s6 trie chuan ctia H va Ae, = \,e,, véi moi n €
N. Stt dung phuong phéap chudi Fourier, nghiém ctia bai toan (2.10))-(2.11f), duge cho béi

u(t) = S(t)uy + /0 R(t — s)f(s)ds,

trong d6 {S(t) }i>o va {R(t) }+=0 dugc xdc dinh béi

S(t)z = Z Sx, (t)znen, t > 0, R(t)z = Z'r’,\n (t)znen,t > 0,2 € H, va
n=1 n=1
t 00
[ Rt 515615 = 32 (1, 5 ) e
0 n=1
Véi sy, ,7x,,n = 1,2,... 1a nghiém duy nhat ctia phuong trinh
su(t) + X (0% s,)(t) =1, t>0, (2.13)
va
ru(t) + Mo (Cxry,) (8) = £(t), t>0. (2.14)

2.2.3. Su ton tai nghiém tich phan

Dinh nghia 2.2. Mot ham v € C([0, T]; H) dugc goi la nghiém tich phan ctia bai toan ([2.8)-(2.9)

tren [0, 7] néu

u(t) = S(t)ug + /Ot R(t — s)f(u(s))ds, v6i moi ¢ € [0,T].
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Dé nghién citu tinh gidi duge ctia bai toan (2.8)-(2.9)) ching toi diit gia thiét sau trén s6 hang
phi tuyén f.

(Hf) Ham f: H — H lién tuc Lipschitz dia phuong, nghia la
1 (u1) = flug)l| < L(r)[Jur — uel],YVui, uz € By,

trong do L(r) thod man limsup L(r) < A;.
r—0
Dinh 1i chinh trong phan nay dugc phat biéu nhu sau.
Dinh li 2.4. Gid st cac gid thiét (Hk), (Ha) va (Hf) dugc thod man. Néu f(0) = 0, thi ton tai
§ > 0 sao cho vdi ||ug|| < 6 bai todn 2.8))-([2.9) cé duy nhat nghiem tich phan trén [0, T].

Khi ham phi tuyén f lién tuc Lipschitz, ta cling nhan duge két qua vé tinh gidi dugce toan
cuc clia bai toan (2.8)-(2.9) ma khong c6 bat ki rang budc ndo vé dit kien ban dau.
Dinh li 2.5. Gid st cdc gid thiét (Hk), (Ha) va (Hf) dugc thod man véi L(r) la hang s6. Khi dé
bai toan (2.8)-[.9) cé duy nhat nghiém tich phan toan cuc.

2.2.4. Tinh hat trong thoi gian httu han

Két qua chinh trong phan nay la dinh Ii sau.

Dinh 1i 2.6. Gid si cdc gid thiét cia Dinh li duoc thod man. Khi dé ton tai s6 § > 0 sao
cho moi nghiém u cia (2.8)) vdi ||u(0)| < o0 hat ma tren [0,T].

Trong truong hop ham phi tuyén f lién tuc Lipschitz, ta thu duge két qua sau.

Dinh 1i 2.7. Gid st cdc gid thiét cia Dinh le duoc thod man vor L < \y. Khi dé moi nghiém
cia (2.8)) hiat ma tren [0,T].

St dung céc diéu kién tuong tur nhu khang dinh tinh hit, ching t6i chiing minh két qua vé
tinh giai dugc ctia bai toan gia tri bién sau:
%(kou + ko [u — u(0)]) (¢) + Au(t) = f(u(?)),t € (0,T] (2.15)
u(0) = g(u), (2.16)
trong d6 ham ¢ : C([0,T]; H) — H thod man gia thiét
(Hg) ton tai s6 7 € (0, 7] sao cho

lg(u1) — g(ug)|| < sup [[ur(s) — ua(s)l[, Vur, us € C([0, TT; H).
sel[r,T

Mot ham u € C([0,T]; H) dugc goi la nghiem tich phan ctia bai toan (2.15)-(2.16)) néu u thoa
man .
u(t) = S(t)g(u) +/ R(t — s)f(u(s)) ds,Vt € [0,T).
0
Sau day 1a két qua vé tinh gidi dugc ctia bai toan ([2.15))-(2.16)).
Dinh 1i 2.8. Gid sit cdc gid thiét cia Dinh 1i[2.8 va gia thiét (Hg) duge thod man. Khi dé bai
todan (2.15)-(2.16) cé nghiém tich phan.
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2.2.5. Ap dung
Cho a € (0, 1), xét bai toan

Ou(x,t) + Ofu(x,t) = O2u(x,t)

+ h(/l u2(x,t)dx>u(x,t),x € (0,1),t € (0,T] (2.17)
u(0,t) =u(l,t) =0,t >0, (2.18)
(,0) =&(x), z €[0,1] (2.19)

Trong mo6 hinh trén, 9* 14 dao ham phan thit Caputo cap «a, 9, 1a dao ham suy rong theo bién
x, h: R* — R I3 mot ham phi tuyén. Ki hieu H = L?(0,1). Tich vo huéng v& chuan trong H
cho béi

(u,v) = /01 u(z)v(z)de, [lv]| = / lv(x 2alﬂz:

Ki hieu A = —9? v6i mién xac dinh D(A) = H?(0,1) N H}(0,1). Ta biét raing A v6i mién D(A)
la toan tui tru mat, xac dinh duwong, tu lién hgp v6i giai thitc compact trong H. Hon nitia, cac
gia tri rieng ciia A 1a A, = n’7%,n = 1,2,..., tng véi cac vécto rieng e, = v/2sin(nz),n > 1.
Ro rang {e,}°2, 1a mot co s trie chuan ciia H. Do dé gia thiét (Ha) duge kiém tra.

K1 hiéu

1
f)(z) = h</ v? () dx)v(a:),v € L*(0,1).
0
R6 rang, bai toan (2.17)-(2.19) 1a mot moé hinh cua (2.8)-(2.9) v6i ko = 1, k(t) = g1-4(t). Tinh

toan tryc tiép ta c6 (—1)"k™M(t) > 0,Vn € N,t > 0 va do d6 nhan k hoan toan don dieu. He
qua, gia thiét (Hk) dugc kiém tra.

Lién quan t6i s6 hang phi tuyén trong (2.17), ta gia st réng ham h thuoc C* (R+) va |h(r)] <
a+brf, véi a,b, B 1a cac hing s6 khong am. Khi dé, f anh xa L?(0,1) vao chinh né va véi moi
v1,v9 € L2(0,1) ma [Jvi|], [|vz| < 7, ta co

1f(01) = flua)[| < (2r® sup |W(2)] +a+br*) o — ws].

2€[0,r2]

Do do gia thiét (Hf) dugc thod man véi L(r) = 21 sup,c (g 2 |7/ (2)|+a+br*. RS rang, lim L(r) =
’ r—

a. Do d6, néu a < 72, thi moi nghiém ctia (2.17)-(2.19) véi dit kien ban dau & di nho 1a hiat trén

0, 7).
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Chuong 3

TINH ON DINH CUA PHUGNG TRINH TIEN HOA LOAI
RAYLEIGH-STOKES NUA TUYEN TINH

Chuong nay, chiing toi nghién citu tinh gidi dude, tinh dn dinh tiém can va sy ton tai nghiem
phan ra cho 16p phuong loai Rayleigh-Stokes nita tuyén tinh. Cac van dé néu trén dugc nghién
citu dua trén tinh chat clia cdc ham hoan toan duong, cac udc luong dia phuong va dinh i diém
bat dong.

Noi dung ctia chuong nay dua trén bai bao tién an pham 4] trong Danh muc cong trinh khoa

hoc ciia tac gid lien quan dén luan an.

3.1. Dat bai toan

Cho © C R? 14 mot mién bi chan véi bien 0 tron. Xét bai toan sau

Ou — Au — O(m * Au) = f(t,u) trong Q,t >0, (3.1)
Bu =0 trén 082, t > 0, (3.2)
u(-,0) = ¢ trong €, (3.3)

§dom e L} (R") 1a mot ham khong am, f 1a ham phi tuyén, ¢ € L*(Q) 1a dit kien ban dau, B

loc

la toan tit bién thudoc mot trong hai dang sau

Bu = u hoac Bu =v-Vu-+nu, n> 0,
v6i v 1a phap tuyén ngoai doéi véi bien 9.
3.2. Biéu dién nghiém cuia bai toan tuyén tinh

Trong phan nay, ching t6i xay dung cong thitc nghiém cho bai toan tuyén tinh

Ou — Au — O(m x Au) = F trong Q,t € (0,77, (3.4)
Bu =0 trén 09, t € [0,T], (3.5)
u(+,0) = ¢ trong €, (3.6)

v6i F € C([0,T]; L*(Q)). Ki hidu {¢, }>2, 1a co 8¢ truc chuan ctia L?(€2) bao gom cac ham riéng
clia toan tit —A tng v6i dicu kién bién thuan nhéat, tic 1a

—Ap, = A\, trong . By, = 0 trén 02,
§ day ching ta gid thiét 0 < A\; < Ay < ..., A, — oo khi n — co. Gid sit ham m € L}, (RT) thoa
méan gia thiét

(M) Ham m € L, .(R") khong am sao cho a,(t) := 1+ ym(t) la mot ham hoan toan duong vdi

loc

moi y > 0.
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Khi do, sit dung phuong phap chudi Fourier, nghiém ctia bai toan (3.4))-(3.6) cho bdi

u(-,t) = St)E+ /Ot S(t—7)F(-,7)dr, (3.7)
v6i S(t) 1a gidi thite xac dinh béi
SE =S wlt Mg, € € Q) (33)
n=1
G do w(t, A\,),n =1,2,... 1a nghiém ctia bai toan
W () + Aw(t) + An(m*xw)'(t) =0 v6i t > 0, w(0) = 1. (3.9)

3.3. Tinh giai dudc va tinh 6n dinh nghiém

Nghiém tich phan cho bai toan (3.1)-(3.3)) duge dinh nghia nhu sau.
Dinh nghia 3.1. Ham v € C([0, T]; L*(2)) dudc goi la nghiém tich phan ctia bai toan ([3.1))-(3.3))
tren doan [0, 7] néu

u(-,t) = S(t)¢ +/0 S(t—71)f(r,u(-,7))dr v6i moi t € [0,T].

Dinh 1f sau 1a két qua vé tinh giai dugc toan cuc ctia bai toan (3.1))-(3.3).

Dinh li 3.1. Gid sit (M) dugc théa man va ham phi tuyén f : [0,T] x L*(Q) — L*(Q) ¢6 cdc
tinh chat

(F1) f lién tuc sao cho f(-,0) = 0 va || f(t,v1) — f(t,v2)|| < k(r)||v1 — v2| vdi moi vy,ve € By,
t €[0,T), ¢ day B, la hinh ciu déng trong L*(Q) c6 tam tai diem goc va ban kinh r, k(-)

la mot ham khong am sao cho limsup k(r) = £ € [0, \y).
r—0

Khi dé ton tai 6 > 0 sao cho vdi ||€]| < 8, bai todn (3.1)-(3.3) cé duy nhat nghiém tich phan trén
doan [0,T].

Trong dinh Ii tiép theo, ta thu dudc két qua vé tinh gidi duge toan cuc khi ham phi tuyén
tang truéng dudi tuyén tinh.

Dinh i 3.2. Gid sit (M) dugc théa man vdi m la ham khong tang. Gid si thém rang f c6 tinh
chat

(F2) f lien tuc va || f(t, )] < p@)|v|| + q(t), vdi moi v € L*(Q), ¢ day p,q € L*(0,T) la cic

ham khong am.
Khi dé, bai toan (3.1)-(3.3) cé it nhat mot nghiém tich phan trén doan [0,T).
Két qua vé tinh on dinh nghiem déi véi bai toan (3.1))-(3.3) dugc cho trong dinh Ii sau.

Dinh i 3.3. Gid st (M) dugc théa man vdi m la ham khong tang. Gid si thém rang f c6 tinh
chat
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(F2') f lién tuc va
Ll

loc

f& )| < p)|vll + q(t), vdi moi v € L*(Q), ¢ day p € L=(R") va q €

(RT) la cic ham khong am sao cho ||p|lec < A1 va w * q la ham bi chan.

Khi dé ton tai tap hap thu cho nghiem cia bai todn (3.1)-(3.3)) vdi da kién ban dau bat ki. Hon
nita, néu g = 0 thy nghiém tam thuong cia (3.1) on dinh tiem can.

Dinh i 3.4. Gid st cdc gid thiét ciia Dinh l@’ duoc thoa man vdi moi T > 0. Khi do nghiém
tam thuong cia (3.1) on dinh tiém can.

Xét truong hop f c6 tinh chat Lipschitz toan cuc, ta nhan duge két qua manh hon sau day.
Dinh 1i 3.5. Gid sit (M) dugc théa man. Néu ton tai kg € [0, 1) sao cho
£ (t,v1) — f(t,v2)|| < kol|lvr — val|, vdi moit € RY,vy,vy € L*(Q),

thi moi nghiem cia [3.1)-(3.3) on dinh tiem can.
3.4. Sy ton tai nghiém phan ra

Trong phan nay ta xét bai toan (3.1))-(3.3)) vdi gia thiét f khong thoa man diéu kién Lipschitz
va c6 tang trudng trén tuyén tinh. Cu thé

(F3) f:R™ x L*(Q)) — L*(Q) lién tuc sao cho
1£(t o)l < p(OG(Iv]), Yt € RT,v € L*(Q),

v6i p € L, .(RT) 1a mot ham khong am va G € C(R") 1a mot ham khong am, khong tang

loc

sao cho
G t
lim sup (r) -sup/ w(t — 7, \)p(T)dr < 1, (3.10)
r—0 r t>0 Jo
va
lim sup/2 w(t — 7, A\ )p(T)dT = 0. (3.11)
T—oo t>T Jo

St dung dinh li diéem bat dong cho 4nh xa nén ta thu ducc két qua sau.

Dinh 1i 3.6. Gid st (M) va (F3) dugc théa man. Khi dé ton tai 6 > 0 sao cho vdi ||€|| < 8, bai
toan (3.1)-(3.3)) c6 mat tap compact khdac rong cac nghiém phan ra.
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Chuong 4

BAI TOAN XAC DINH THAM SO TRONG BAT DANG THUC VI BIEN
PHAN PHAN THU

Chuong nay, chiing toi nghién citu tinh gidi dudc, tinh duy nhat va tinh 6n dinh cho bai toan
xéac dinh tham s6 trong bat dang thitc vi bién phan phan thi. Noi dung nghién ctu nay sé duge
thitc hien dya trén phan tich tinh chinh quy nghiém cho phuong trinh dudi khuéch tan va cac
dinh 1i diém bat dong.

No6i dung ctia chuong nay dya trén bai bao 3] trong Danh muc cong trinh khoa hoc cta tac

gid lien quan dén luan an.

4.1. Dat bai toan

Cho X 1a khong gian Banach, I/ 1a khong gian Hilbert va K 1a tap con 16i déng trong U, chiing
t6i xét bai todn xac dinh tham s6 (FrIP) sau: cho &, € X, tim (z,u, z) thod man bat dang
thtic vi bién phan phan thu

D§x(t) = Ax(t) + B(u(t))z + h(x(t)),t € (0,7, (4.1)
(F(z(t)) + G(u(t)),v —u(t)) > 0,Yv € K,t € [0,T], (4.2)
z(0) =&, (4.3)

va thod méan diéu kién .
/ o(s)z(s)ds = ¥, (4.4)
0

trong d6 (z,u) lay gia tri trong X x U, z € X; D, a € (0,1), 1a dao ham phan thi Caputo
cap . Trong mo6 hinh bai toan, A 1a toan ti tuyén tinh déng tren X, p € C1([0,T];R) 13 ham
khong am, B:U - R, h: X —» X, F: X - U*, G : U — U* 1a cac anh xa cho trude va (-, -) la
cip dbi ngau chinh tac gitta U va U*.

Muc dich ctia chuong nay 1a dua ra mot sé diéu kien phit hop dé dam béo tinh giai duge, tinh
duy nhat va tinh on dinh Lipschitz d6i v6i bai toan (FrIP) (4.1))-(4.4).

4.2. Tinh giai dugc
Dé nghién citu sy ton tai nghiem ciia bai toan (FrIP), ching toi dit cac gia thiét sau:
(A) A la toan tit quat va A sinh ra nita nhém compact sao cho
IS(t)v]l < e lvll, vt = 0,v € X,
trong d6 B3 1a s6 duong.
(B) B :U — R 1a ham Lipschitz, nghia 1a ton tai s6 duong Lp > 0 sao cho

| B(u1) — B(ug)|| < Lpllur — sy, Yui,us € U,
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va ton tai s6 duong mp, Mg > 0 sao cho mp < B(v) < Mp v6i moi v € K.

(F) Toan tit F': X — U* lién tuc Lipschitz v6i he s6 L,

1F(y1) — F(y2)|

u- < Lpllyr — vell, Vyi, 92 € X.
(G) Toan ti G : U — U* duge cho béi
(G(u),v) = b(u,v),Yu,v € U,
trong d6 b : U x U — R 1a dang song tuyén tinh lién tuc trén U x U va thod man
b(u, u) > nellullz, Yu € U,
6 dé ng > 0.
(H) h: X — X 1a ham Lipschitz v6i h¢ s6 Ly,

1(y1) — h(y2)]l < Lallya — vell, Yy1,92 € X.

Uy = {u e C[0, T;U) : ult) € K,Vt e [0,T]}.
Dinh nghia 4.1. Cho £,z € X, mot cap (x,u) € C([0,T]; X) X Uyq dude goi 1a nghiem cd dién
(tuong ting tich phan) ctia bai toan (4.1)-(#4.3) néu (z,u) thod man (4.2) va z 1a nghiém co6 dién
(tuong tng tich phan) ctia bai toan
Dgr(t) = Ax(t) + £(1), £ € (0,7,

z(0) = ¢,
voi f(t) = B(u(t))z + h(x(t)).
Dinh nghia 4.2. Cho {,¢ € X, bo ba (x,u,z) € C([0,T]; X) X Uyg x X dudce goi 1a nghiem
clia bai toan (FrIP) néu (x,u) 1a nghiem cb dién cta (4.1)-(#.3) va z thod man (4.4)).

Két qua chinh ctia phan nay 1a dinh 1i sau.

Dinh 1i 4.1. Gid st cac gid thiet (A), (B), (F), (G) va (H) dugc thod man. Khi dé, néu

Mp(Ly, + Lol 1)

mB||90||L1

+ L < B3, (4.5)

thi bai todn (FrIP) c6 nghiém, trong dé L, = %(\gp(Tﬂ + T supyeo ) [ (E)]),

4.3. Tinh duy nhat va tinh 6n dinh

Trong phan nay, chiing toi nghién citu anh xa (£,v) — (z,u, z), trong d6 (z,u, z) 14 nghiém
cia (FrIP) ting véi dit kién (€, ).
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B6 dé 4.1. Gid si cic gid thiét (A), (B), (F), (G), (H), va dugc thod man. Ki hiéu
(z,u,2) la nghiem cia (FrIP) tuong ing vdi cap (£,). Khi dé ton tai po = po(€,7) > 0 sao
cho ||z||lse < po. Hon nita, néu (&,4,2) la mot nghiém khac cia (FrIP) dng vdi (€,4), thi ton
tai cac so duong § va p = p(§, ¢,é, Qﬂ) sao cho

o= &l < p (1€ = 0l + 19 = Db
néu Lp < 4.

Chiing t6i thu dugc két qua vé tinh duy nhéat va tinh 6n dinh nghiém ctia bai toan (FrIP).
Dinh 1i 4.2. Néu cic gid thiét cia Bo dé|4. 1| duge thod man thi vdi méi (€,1) bai todn (FrIP)
c6 duy nhat nghiém. Hon nita anh za nghiém (&,1) — (x,u, 2) lién tuc Lipschitz dia phuong tu
X x D(A) tai C([0,T]; X) x C([0, T);U) x X.

4.4. Ap dung

Cho Q la mién bi chin trong RY, N > 1, v6i bien 09 tron. Gia sit o € H%(Q) 1a mot ham
khong am. Ki hiéu

K= {ve L*Q):v(z) > o(x) véi hau khip = € Q}.

Xét bai toan: tim z € L*(Q) va Y,u € C([0,T]; L*(Q2)) thod man

OV (1) = ALY (1, 2) + 2(x) /Q Qy, ult, y)dy + h(z, Y (£, 2)), 2 € O, (4.6)
— Ayu(t,z) + Wu(t,x) —o(z)) 3 f(z,Y(t,x)),x € Q, (4.7)
Y(t,z) = u(t,z) = 0,2 € 09, (4.8)
Y(0,2) =¢&(z), z €, (4.9)

va dieu kién do .
1
f/ Y(t,a)dt = (2), 2 € Q, (4.10)
0

trong d6 9% 1a dao ham phan thit Caputo cip « theo bién thoi gian ¢, W : R — 2% 1a 4nh xa
don diéu cue dai,

0 néur > 0,
W(r)=<¢R~ néur=0,
0 néu r < 0.

R6 rang, ham ¢(t) = 77! 1a ham kha vi, khong am tren [0,7], &,¢ € H?(Q) N HL(Q). Dat
X =U = L*(Q). Chuan trong X va U cho bdi |[ul®* = [, [u(z)|* dz. Xét ham

B:U — R,
=4wam@. (4.11)
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Khi d6 (4.6) duge biéu dién duéi dang
Y (t) = AY (t) + B(u(t))z + h(Y (t)),t € [0,1],

trong d6 A = A, D(A) = H}(Q)NH?(Q),Y (t) € X,u(t) € Usaocho Y (t)(z) = Y (¢, x),u(t)(x) =
u(t,z), va h: X — X xéc dinh bdi

h(v)(z) = h(z,v(z)), = € Q. (4.12)

Do Dinh 1i 7.2.5 va Dinh 1{ 7.2.8 trong Vrabie (2003), A 1a phan t1t sinh clia mot nita nhom giai
tich, compact {S(#)}s>0 trén X. Hon nita ||S(¢)|| < e~Mt, V¢ > 0, trong d6 \; cho bdi cong thiic
A1 = Supyy =1 [|Vul > 0.

Xét . Diat G = —A, trong d6 —A la toan tit Laplace xac dinh bdi

(—Au,v) = / Vu(z)Vu(z)dz, for all u,v € Hy(9).
0

Khi d6 (Gu,u) = ||u||§{1(9) > Ap|lul]?. Vi thé gid thiét (G) thod man véi ng = ;.
0
Xét anh xa F : X — X dudce xac dinh bdi

F(v)(z) = f(z,v(x)), € Q. (4.13)

Lap luan tuong ty nhu Barbu (2010), Ménh dé 2.11, bao ham thic ([£.7) dugce viét dudi dang
—Au(t) + Il (u(t)) > F(Y(t)), trong d6

Olxc(u) = {v € L*(Q) : /Q'U(x)(u(ac) —z(x))dx > 0,Vz € K}
={v e L*(Q) :v(z) € W(u(x) — o(z)), véi hau khip = € Q}.

Gi& sit ring cac ham phi tuyén @, h va f xuét hien trong phuong trinh (.6)-(£.7) 1a cdc ham
Carathéodory xac dinh trén 2 x R va ton tai cdc ham khong am p € LY(Q), ¢, k, £ € L*(Q2) sao

cho

(N1) Ham Q(z,-) khong giam va Q(z,r) < p(x), V(x,r) € Q x R,

(N2) [Q(z,7) = Q(x, 5)| < gq(z)[r — s[,V(z,r) € A xR,

(N3) |h(z,7) — h(z,s)| < k(z)|r — s|,¥(z,7) € Q xR,

(N4) [f(x,r) — f(x,s)] < l(x)|r —s|,V(z,r) € QxR

Khi d6 tur (N1)-(N2) ham B cho béi thod man cac udc lugng sau

B(v) < Mp = /p(x)dx, Yo e X
Q

B(v) > mp = / Qly, oly))dy, Vo € K,
Q
B(01) — B(wa)| < Lyllo — vall, Yo, 00 € X,

trong d6 L = ||q||. Do d6 gia thiét (B) duge thod man néu mp > 0.
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Stt dung (N3), ta thay ham & cho bdi ([4.12)) lien tuc Lipschitz
[P (v1) = h(v2)|| < Lnljor — val], Yor, 03 € X,

trong d6 Ly, = ||k||. Tuong tu, theo (N4), ham F duge xac dinh béi (4.13) 1a ham Lipschitz véi
he 56 Ly = ||| Do d6 cac gia thiét (H) va (F) dugc thoi man. Theo Dinh 1f [4.1] va [4.2] ching
toi thu dugce két qua sau.

Dinh 1i 4.3. Gid st (N1)-(N4) dugc thod man. Khi dé bai todn (4.6)-(.10) cé duy nhat nghiém
va dnh za nghiém (£,v) — (Y,u,z) Lipschitz dia phuong tu X x D(A) tdi C([0,T]; X) X
C([0,T]; X) x X, néu

MB(T_QF(Z — Oé)_l + ||k7||) + mB||k|| < )\1mB,
va ||¢|| di nho.

Nhan xét 4.1. Cha y rang, he (4.6)-(4.9) 1a he parabolic-elliptic suy rong. Néu ta chon K =
L*(Q), thi O (u) = {0}. Khi d6 rang buoc (4.7) viét lai & dang

u(t,x) = V(Y)(t,2) = (~=A,) 7 f(a, Y (t,2)).
Tt d6 phuong trinh tré thanh
Y =AY +9(Y)z+ h(Y).

Bai toan (FrIP) (4.6)-(4.10) tré thanh bai toan xac dinh tham s trong phuong trinh dudi
khuéch tan.
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1. Cac két qua dat dugc

Trong luan an nay, ching toi nghién citu dang diéu nghiem ctia mot s6 16p NDE nita tuyén
tinh: 16p phuong trinh duéi khuéch tén, 16p phuong trinh loai Basset va 16p phuong trinh loai
Rayleigh-Stokes. Cu thé, luan an da dat dudc cac két qua sau:

(a) Dbi v6i 16p phuong trinh dudi khuéch tan va 16p phuong trinh loai Basset xac dinh trén
khoang thai gian bi chan, nhan dugc:

e Két qua veé tinh gidi dugc véi phan phi tuyén c6 tang trudng trén tuyén tinh; Tinh hat

va htt mii cho nghiém tam thuong va nghiém tuy .
e Ap dung két qua lf thuyét cho hai 16p phuong trinh dao riéng trong mién bi chin.
(b) Ddi v6i phuong trinh loai Rayleigh-Stokes, nhan dugc:

e S ton tai nghiém trong trudng hop phan phi tuyén cé ting trudng trén tuyén tinh.

e Tinh 6n dinh tiém can ctia nghiém tam thuong; Sy ton tai nghiém phan ra.
(c) Dbi v6i bai toan xac dinh tham s6 trong bat dang thitc vi bién phan phan thi, nhan duge:

e Tinh giai duge, tinh duy nhét va tinh 6n dinh Lipschitz.

e Ap dung két qua li thuyét cho he parabolic-elliptic suy rong trong mién bi chin.

2. Kién nghi moét s6 van dé nghién citu tiép theo

D6i v6i cac 16p phuong trinh NDE da xét trong luan an, ta c6 thé nghién cttu them mot sb

van de sau day:
e Nghién ctu tinh én dinh ho#ic 6n dinh yéu khi xuéat hién s6 hang tré hoic xung.

e Nghién cifu sit ton tai, tinh on dinh ctia bai toan nguge: bai toan xac dinh tham sb, bai

toan gia tri cudi.

e Nghién cttu tinh chinh quy nghiém va sy hoi tu vé diém can bang.
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