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Mở đầu

1. Lí do chọn đề tài

Vào năm 1948, khi nghiên cứu về lực tương tác giữa hai nguyên tử

trung hòa, H. B.G. Casimir [16, 17] đã nhận thấy rằng lực tương tác

chậm London-van der Waals có biểu hiện như điểm không năng lượng

(zero-point energy) của trường điện từ. Kết quả cũng tương tự khi ông

và cộng sự nghiên cứu lực tương tác giữa hai tấm kim loại phẳng, trung

hòa, đặt song song với nhau trong trường điện từ. Đây chính là hiệu ứng

Casimir, một hiệu ứng hoàn toàn mới ở thời điểm đó. Mặc dù vậy, trong

suốt một thời gian dài sau đó, hiệu ứng này không được các nhà nghiên

cứu quan tâm. Phải đến những năm 1970 trở về sau, các nhà vật lý mới

bắt đầu chú ý đến hiệu ứng Casimir và nghiên cứu nó trong các hệ vật

lý khác nhau. Hiệu ứng Casimir là một vấn đề liên ngành, phạm vi áp

dụng của nó rất rộng, từ vũ trụ học cho đến vật lý các môi trường đông

đặc, đặt biệt là vật lý nano và công nghệ chế tạo vật liệu nano.

Trong lý thuyết trường lượng tử, hiệu ứng Casimir có ba ứng dụng

chính: Mô hình hadron trong sắc động học lượng tử, năng lượng Casimir

của quark và gluon đóng góp đáng kể vào năng lượng nucleon trong mô

hình túi cho nucleon. Trong lý thuyết của Kaluza-Klein, hiệu ứng Casimir

1



cung cấp cơ chế hữu ích cho sự co tự phát (spontaneous compactification)

của các chiều không gian phụ (extra dimensions). Việc đo lực Casimir

tạo cơ hội để tìm được sự ràng buộc mạnh mẽ của các tham số tương

tác tầm xa và hạt cơ bản nhẹ mà lý thuyết gauge thống nhất, siêu đối

xứng, siêu hấp dẫn và lý thuyết dây đã tiên đoán.

Trong vật lý các môi trường đậm đặc, chẳng hạn ở vật liệu siêu

dẫn [10, 19], hiệu ứng Casimir dẫn đến lực hút hoặc lực đẩy giữa các

mặt giới hạn của màng vật liệu siêu dẫn, lực này phụ thuộc vào dạng

hình học, nhiệt độ và thuộc tính điện, cơ của bề mặt vật liệu. Ở kích

thước vài nano lực Casimir trội hơn các lực khác rất nhiều. Rõ ràng, lực

Casimir có ảnh hưởng quan trọng đến sự gia công và sản xuất các thiết

bị nano.

Trong lý thuyết hấp dẫn, thiên văn và vũ trụ học [59], hiệu ứng

Casimir phát sinh trong không - thời gian với tôpô phi Euclide. Sự phân

cực chân không từ hiệu ứng có thể thúc đẩy quá trình lạm phát (inflation)

của vũ trụ. Trong lý thuyết về sự hình thành cấu trúc của vũ trụ, do các

tôpô khuyết tật, hiệu ứng phân cực chân không Casimir gần các dây vũ

trụ đóng một vai trò quan trọng.

Trong vật lý nguyên tử [5], tương tác Casimir tầm xa dẫn đến sự dịch

chuyển các mức năng lượng trong trạng thái nguyên tử. Tương tự, đối

với môi trường chất hạt nhân, hiệu ứng kích thước hữu hạn đã được

nghiên cứu trong công trình [56] và chỉ ra rằng nó làm thay đổi đáng kể

các quá trình chuyển pha trong chất hạt nhân.

Trong vật lý toán, việc nghiên cứu hiệu ứng Casimir thúc đẩy sự phát
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triển của kỹ thuật tái chuẩn hóa bằng cách sử dụng hàm tắt nhanh ζ [63]

cũng như trong các nghiên cứu vật lý toán khác [6, 50,73].

Đối với môi trường BEC, mặc dù được dự đoán từ năm 1925 nhưng

các nghiên cứu về nó chỉ thực sự bùng nổ từ những năm 1995 cả về

mặt lý thuyết và thực nghiệm, đặc biệt là sau thực nghiệm tạo ra được

hệ BEC hai thành phần [71]. Tuy nhiên, nghiên cứu về hiệu ứng kích

thước hữu hạn nói chung và hiệu ứng Casimir nói riêng trong môi trường

này chỉ mới được chú ý đến từ những năm 2000 trở lại đây. Sau những

thành công của thực nghiệm đo lực Casimir tới hạn trong chất lỏng

lượng tử [29,30] và lực Casimir-Polder [34,41,52] trong môi trường BEC

thì các nghiên cứu về hiệu ứng kích thước hữu hạn trong hệ BEC mới

thực sự bùng nổ. Do môi trường BEC có thể coi là một chất lỏng lượng

tử nên tồn tại năng lượng bề mặt mà tương ứng với nó là sự xuất hiện

lực căng bề mặt, nó được xem là thành phần trường trung trình của lực

Casimir [13]. Vì lí do này mà ảnh hưởng của sự co gọn không gian trong

môi trường BEC thường được nghiên cứu ở hai khía cạnh: thứ nhất là

lực Casimir trường trung bình gây ra khi hệ BEC bị giam trong không

gian giới hạn bởi các tường cứng, còn được gọi là hiệu ứng Casimir-like

(tương ứng với nó là lực Casimir-like) [13,61,74,75]; thứ hai là hiệu ứng

gây ra bởi các thăng giáng lượng tử lên trạng thái cơ bản của hệ và

nguyên nhân là do các kích thích phonon trên bề mặt của hệ, còn được

gọi là thành phần thăng giáng lượng tử của lực Casimir [13, 66]. Trong

luận án này, chúng tôi thống nhất gọi thành phần trường trung bình

của lực Casimir là lực Casimir-like, còn thành phần thăng giáng lượng

3



tử của lực Casimir được gọi tắt là lực Casimir.

Trước hết, ta hãy nói về hiệu ứng Casimir-like. Đối với hệ các hạt

Bose lý tưởng, dựa trên thống kê Bose-Einstein, S. Biswas [12] đã tính

lực Casimir-like cho các miền khác nhau của nhiệt độ, kể cả miền nhiệt

độ lớn hơn nhiều so với nhiệt độ tới hạn. Đối với hệ Bose loãng, việc

tính toán lực Casimir-like đã được thực hiện bởi một số tác giả của các

công trình [13,61]. Lực Casimir-like cũng được khảo sát đối với hệ BEC

hai thành phần trong gần đúng DPA ở trạng thái tới hạn demixing [74].

Đối với thành phần lực Casimir gây ra bởi các thăng giáng lượng tử,

các nghiên cứu hiện có tương đối phong phú. Tuy nhiên, điểm hạn chế

của các nghiên cứu này là:

- Các tính toán mới chỉ thực hiện được trong gần đúng một vòng.

Chính vì lý do này, các nghiên cứu hiện có mới chỉ tập trung khảo sát

lực Casimir, trong khi còn nhiều đại lượng vật lý khác của hệ cũng bị

ảnh hưởng bởi hiệu ứng kích thước hữu hạn.

- Chỉ khảo sát với hệ BEC một thành phần. Đối với hệ BEC hai thành

phần, do xuất hiện thêm tương tác giữa các hạt ở hai thành phần khác

nhau nên sẽ dẫn đến nhiều kết quả quan trọng. Mặc dù vậy, theo hiểu

biết của chúng tôi, đây vẫn còn là lĩnh vực chưa được quan tâm.

- Chỉ khảo sát trong thống kê chính tắc lớn.

Chính vì những lý do trên chúng tôi đã lựa chọn đề tài của luận

án là “Nghiên cứu hiệu ứng Casimir trong hệ ngưng tụ Bose-

Einstein” .
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2. Mục đích nghiên cứu

Với mục đích khảo sát ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước hữu hạn

lên các tính chất của hệ BEC, trên cơ sở đó góp phần định hướng cho

các nghiên cứu thực nghiệm về hiệu ứng Casimir trong môi trường BEC,

trong luận án này, chúng tôi đặt ra hai mục đích nghiên cứu chính như

sau:

- Nghiên cứu ảnh hưởng của sự co gọn một chiều không gian lên các

tính chất của BEC một thành phần.

- Nghiên cứu ảnh hưởng của sự co gọn một chiều không gian lên các

tính chất của BEC hai thành phần, đặc biệt là làm rõ vai trò của tương

tác giữa các hạt ở hai thành phần khác nhau.

3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của luận án bao gồm hai hệ vật lý:

- Hệ BEC một thành phần.

- Hệ BEC hai thành phần.

Các hệ BEC này bị giam giữa hai tường cứng đặt song song với nhau

và kết nối (không kết nối) với bể hạt bên ngoài, tức là hệ tương ứng với

tập hợp thống kê GCE (CE). Với đối tượng nghiên cứu như trên chúng

tôi giới hạn phạm vi nghiên cứu của luận án ở các khía cạnh sau:

- Nghiên cứu hệ BEC một thành phần trong thống kê chính tắc và

thống kê chính tắc lớn.

- Với hệ BEC hai thành phần, do tính phức tạp của các tính toán
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toán học nên chúng tôi chỉ khảo sát trong thống kê chính tắc lớn.

Với hệ nghiên cứu như vậy, hiệu ứng Casimir phụ thuộc vào điều kiện

biên, tương tác giữa các hạt trong hệ, nhiệt độ và trường ngoài. Trong

luận án này, chúng tôi tập trung nghiên cứu hệ ở nhiệt độ gần nhiệt độ

không tuyệt đối và không có trường ngoài.

4. Nhiệm vụ nghiên cứu

Với hai mục đích cụ thể như đã đề cập ở trên, nhiệm vụ nghiên cứu

được đặt ra cụ thể như sau:

a. Hệ BEC một thành phần:

- Tìm hàm sóng mô tả trạng thái cơ bản dựa trên phương trình GP.

- Tính năng lượng mặt ngoài và lực Casimir-like.

- Nghiên cứu ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước hữu hạn lên năng

lượng Casimir và lực Casimir trong gần đúng một vòng và gần đúng hai

vòng.

- Nghiên cứu lực Casimir toàn phần, là tổng hợp của lực Casimir

lượng tử và lực Casimir trường trung bình.

Những khảo sát ở trên được thực hiện trong cả thống kê chính tắc và

thống kê chính tắc lớn.

b. Hệ BEC hai thành phần:

- Sử dụng gần đúng DPA để nghiên cứu năng lượng mặt ngoài và lực

Casimir-like.

- Nghiên cứu lực Casimir trong gần đúng một vòng và gần đúng hai

vòng.
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Như đã trình bày ở trên, đối với hệ BEC hai thành phần chúng tôi

chỉ nghiên cứu trong thống kê chính tắc lớn.

5. Phương pháp nghiên cứu

Để thực hiện được các nghiên cứu ở trên, chúng tôi lựa chọn phương

pháp nghiên cứu như sau:

- Khi nghiên cứu lực Casimir-like chúng tôi sử dụng phương pháp gần

đúng trường trung bình đối với hệ BEC một và hai thành phần. Ở nhiệt

độ không, trạng thái cơ bản của hệ được mô tả bởi (hệ) phương trình

GP. Tuy nhiên do tính chất phi tuyến của (hệ) phương trình GP nên

gần đúng DPA được áp dụng với mục tiêu tìm ra nghiệm giải tích, tức là

biểu thức giải tích của hàm sóng mô tả trạng thái cơ bản của hệ. Trong

các nghiên cứu này, hệ không bị ảnh hưởng bởi trường ngoài đồng thời

các thăng giáng lượng tử cũng được bỏ qua.

- Để nghiên cứu lực Casimir, chúng tôi sử dụng phương pháp tác dụng

hiệu dụng CJT.

6. Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của luận án

Những kết quả mà luận án thu được đóng góp một phần rất quan

trọng vào những kết quả nghiên cứu về lực Casimir và những ảnh hưởng

của hiệu ứng kích thước hữu hạn lên tính chất vật lý của hệ BEC bị giới

hạn bởi các tường cứng. Đồng thời cũng góp phần vào những nghiên cứu

mới về BEC ở Việt Nam cũng như trên thế giới.
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7. Cấu trúc của luận án

Ngoài phần mở đầu và kết luận, nội dung chính của luận án được

trình bày trong ba chương:

Chương 1. Hệ thống lý thuyết nghiên cứu về lực Casimir

Trình bày tổng quan về hiệu ứng Casimir, các nghiên cứu về BEC

và tình hình nghiên cứu lực Casimir trong môi trường BEC. Đồng thời,

Chương 1 cũng trình bày các lý thuyết liên quan đến các nghiên cứu của

luận án trong Chương 2 và Chương 3 như: lý thuyết GP, phương pháp

DPA và phương pháp tác dụng hiệu dụng CJT.

Chương 2. Lực Casimir trong ngưng tụ Bose-Einstein một thành phần

Sử dụng phương pháp gần đúng parabol kép, gần đúng một vòng và

hai vòng, chúng tôi nghiên cứu ảnh hưởng của kích thước lên lực Casimir-

like, lực Casimir và lực Casimir toàn phần. Qua đó, chỉ ra những ảnh

hưởng của kích thước hữu hạn lên tính chất của hệ BEC một thành

phần, chúng tôi thực hiện khảo sát hệ trong cả thống kê chính tắc và

thống kê chính tắc lớn.

Chương 3. Lực Casimir trong ngưng tụ Bose-Einstein hai thành phần

Nghiên cứu ảnh hưởng của kích thước lên lực Casimir-like và lực

Casimir. Qua đó, chỉ ra những ảnh hưởng của kích thước hữu hạn lên

tính chất của hệ BEC hai thành phần, chúng tôi thực hiện tính toán

trong gần đúng parabol kép, gần đúng một vòng và hai vòng. Do tính

chất phức tạp của tính toán toán học, chúng tôi chỉ khảo sát hệ trong

thống kê chính tắc lớn.
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Chương 1

Hệ thống lý thuyết nghiên cứu về

lực Casimir

1.1 Tổng quan về lực Casimir

1.1.1 Dao động điểm không và biểu hiện của chúng

Trước tiên chúng ta bàn về khái niệm năng lượng điểm không. Chúng

ta đều biết rằng, năng lượng chuyển động nhiệt của một vật tỉ lệ với

nhiệt độ tuyệt đối. Như vậy, khi nhiệt độ môi trường là không độ tuyệt

đối thì vật sẽ đứng yên, tức là năng lượng của nó bằng không. Điều này

có nghĩa là tại nhiệt độ không tuyệt đối chúng ta có thể biết chính xác

tọa độ và xung lượng của hạt vi mô, tức là vi phạm nguyên lý bất định

Heisenberg. Để thỏa mãn nguyên lý bất định Heisenberg thì ở nhiệt độ

không tuyệt đối, vật vẫn phải có một năng lượng nào đó gọi là năng

lượng điểm không. Khái niệm năng lượng điểm không được Planck sử

dụng đầu tiên khi ông thiết lập công thức tính mật độ bức xạ của vật

đen tuyệt đối [47]. Với khái niệm năng lượng điểm không, Planck đã
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thiết lập được công thức tính mật độ bức xạ của vật đen tuyệt đối phù

hợp với thực nghiệm. Ví dụ đơn giản nhất về năng lượng điểm không là

năng lượng của dao động tử điều hòa. Ở trạng thái dừng thứ n, năng

lượng của dao động tử điều hòa một chiều có tần số góc ω là

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, (1.1)

với ~ là hằng số Planck rút gọn và n = 0, 1, . . .. Như vậy, trạng thái cơ

bản của dao động tử điều hòa này có năng lượng là

E0 =
~ω
2
6= 0. (1.2)

Bằng chứng thực nghiệm đầu tiên về sự tồn tại của năng lượng điểm

không được quan sát bởi Mulliken vào năm 1924 [51] khi ông nghiên cứu

cấu trúc quang phổ của ô-xít bo.

Chân không lượng tử là trạng thái cơ bản của vạn vật, vô hướng,

trung hòa và mang năng lượng cực tiểu. Năng lượng của một trạng thái

vi mô nào đó, theo nguyên lý bất định, là chuỗi của ~ω
2 , 3~ω

2 , 5~ω
2 , . . . [22].

Như vậy, ngay tại nhiệt độ không tuyệt đối thì các nguyên tử, phân tử

vẫn luôn dao động, điều này tạo nên các thăng giáng lượng tử. Do năng

lượng tối thiểu khác không và tần số ω có thể nhận bất cứ giá trị nào từ

không đến vô cùng nên chân không lượng tử có năng lượng vô hạn khi

ta lấy tích phân theo tất cả các tần số dao động ω.

Tuy nhiên, do tính vô hướng, trung hòa, mà lại có năng lượng vô

hạn nên theo lý thuyết trường lượng tử, không gian trống rỗng thật ra

đang tràn ngập vật chất có thời gian sống ngắn, các hạt và phản hạt

xuất hiện trong khoảnh khắc, chúng tương tác, biến đổi, phân rã trở về
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với “không”, cứ như vậy nối tiếp vòng sinh hủy. Phản ánh tác động của

chân không lượng tử, hiệu ứng Casimir đã được phát hiện và kiểm chứng

thành công.

Một điều quan trọng nữa là chúng ta cần xem xét mối liên hệ giữa

hiệu ứng Casimir với các hiệu ứng khác trong lý thuyết trường lượng tử

có liên quan đến sự tồn tại của các dao động điểm không, chẳng hạn

hiệu ứng phân cực lượng tử gây ra bởi các trường ngoài. Một tính chất

quan trọng của hiệu ứng này là sự không triệt tiêu của năng lượng chân

không phụ thuộc vào độ lớn của trường ngoài. Các biên của hệ có thể

được xem như là các trường ngoài [11,24]. Điều này dẫn đến kết quả là

lực Casimir cũng phụ thuộc vào điều kiện biên [45].

1.1.2 Hiệu ứng Casimir

Hiệu ứng Casimir ở dạng nguyên gốc [16] được Casimir phát hiện

chính là sự tương tác giữa hai tấm kim loại phẳng, trung hòa về điện,

đặt song song với nhau trong trường điện từ. Nguyên nhân được giải

thích là do sự biến dạng chân không của điện từ trường giữa hai bản

kim loại này. Hiện tượng này không thể giải thích bằng lý thuyết cổ điển

vì hai tấm kim loại không mang điện. Rõ ràng đây là một hiệu ứng thuần

túy lượng tử, trạng thái cơ bản của điện từ trường trong lý thuyết điện

động lực học lượng tử đã tạo ra một lực làm cho các tấm kim loại này

hút nhau.

Để hiểu rõ hơn vấn đề này, chúng ta hãy khảo sát nó trên quan điểm

của cơ học lượng tử bằng cách khảo sát một dao động tử điều hòa với
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năng lượng của các trạng thái dừng theo phương trình (1.1) và ở trạng

thái cơ bản theo phương trình (1.2). Theo quan điểm của quá trình lượng

tử chính tắc, năng lượng của trạng thái cơ bản này được liên kết với sự

tùy ý của toán tử sắp xếp trong việc xác định toán tử Hamilton Ĥ bằng

cách thay thế vào toán tử Hamiltonian cổ điển H(p, q) và các biến động

học bởi các toán tử tương ứng Ĥ = H(p̂, q̂). Phải nhấn mạnh rằng, năng

lượng trạng thái cơ bản E0 không thể quan sát được bằng các phép đo

trong hệ lượng tử, tức là trong quá trình chuyển dịch giữa các trạng thái

lượng tử khác nhau, hoặc ví dụ trong các thí nghiệm tán xạ. Tuy nhiên,

tần số ω của dao động tử có thể phụ thuộc vào các tham số bên ngoài

hệ lượng tử. Vào đầu năm 1919, điều này đã được phát hiện bởi sự giải

thích của áp suất hơi ở các đồng vị nhất định, khối lượng khác nhau tạo

ra sự thay đổi cần thiết ở tham số ngoài.

Khi giải quyết bài toán này theo lý thuyết trường lượng tử, chúng

ta phải giải quyết vấn đề về sự phân kỳ tử ngoại của một số đại lượng.

Nguyên nhân là do năng lượng của trạng thái cơ bản được định nghĩa

là tổng năng lượng của các mode trong trường lượng tử, tức là [14],

E0 =
~
2

∑
n

ωn, (1.3)

trong đó chỉ số n là số lượng tử đặc trưng cho các mode trong trường

lượng tử. Phép lấy tổng trong công thức (1.3) rõ ràng không hội tụ.

Casimir là người đầu tiên đã khử được phân kỳ của năng lượng điểm

không trong trường điện từ lượng tử bị giam giữ giữa hai tấm kim loại

phẳng, trung hòa, đặt song song với nhau. Phần hữu hạn chính là năng

lượng Casimir và tương ứng với nó là lực Casimir.
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Để khử các phân kỳ sinh ra từ năng lượng chân không, ta đưa vào

khái niệm N–tích sao cho trung bình chân không triệt tiêu

〈0|N(ABC . . .)|0〉 = 0. (1.4)

Về mặt lịch sử, sự ra đời của hiệu ứng Casimir liên quan đến việc giải

thích lực tương tác giữa hai phân tử trung hòa do van der Waals đề xuất

vào năm 1873. Nhưng mãi đến năm 1930, người ta mới bắt đầu hiểu

được nguồn gốc của lực này khi London [72] chỉ ra bản chất lượng tử

của nó, thế năng tương tác giảm mạnh theo khoảng cách R. Thế năng

tương tác giữa hai lưỡng cực là

V ∼ 1

R6
. (1.5)

Mãi đến năm 1948, khảo sát của Casimir và Polder cho thấy ở khoảng

cách lớn, thế tương tác giảm nhanh hơn [17],

V ∼ 1

R7
. (1.6)

Từ đó, hình thành khái niệm về sự tương tác phụ thuộc khoảng cách,

tức là tương tác tầm xa. Với quan điểm này, hiệu ứng Casimir đơn giản

là sự thể hiện vĩ mô một tổng vô số các tương tác van der Waals. Tuy

nhiên, sau công trình của Casimir được công bố, Borh đã gợi ý, năng

lượng chân không chính là nguồn gốc lực tương tác giữa các phân tử.

Theo hướng đó, người ta khảo sát mô hình đơn giản: trong trường chân

không điện từ ta đặt vuông góc với trục z hai tấm kim loại dẫn điện lý

tưởng với diện tích S và cách nhau một khoảng ` sao cho `�
√
S.
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dao động chân không 
 

hai tấm kim loại không mang điện 
 

lực Casimir 
 

hai tấm kim loại không mang điện 
 

Hình 1.1: Lực Casimir giữa hai tấm phẳng mỏng song song [35].

Với trường vô hướng không khối lượng Φ, tenxơ năng-xung lượng có

dạng

T µν = ∂µΦ∂νΦ− 1

2
gµν∂λΦ∂λΦ, (1.7)

thì năng lượng điểm không (1.3) được tính theo công thức

1

2
~
∑
n

ωn =

∫
d~x 〈0|T 00 |0〉 . (1.8)

Lực tác dụng lên mỗi tấm là [48],

f =

∫
S

dxdy 〈0|Tzz|0〉 . (1.9)

Đối với trường điện từ được xác định bởi vectơ cường độ điện trường

~E và cường độ từ trường ~H thì thành phần theo phương 0z của tenxơ

năng-xung lượng (1.7) có dạng

Tzz =
1

2
(H2
⊥ −H2

z + E2
⊥ − E2

z ), (1.10)

trong đóHz, Ez vàH⊥, E⊥ lần lượt là hình chiếu của ~H, ~E lên các phương

0z và phương vuông góc với 0z. Kết hợp (1.9) với (1.10) sẽ cho ta giá
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trị phân kỳ. Để giải quyết vấn đề này, Casimir đã trừ đi phần năng

lượng chân không vô hạn của trường điện từ lượng tử trong không gian

Minkowski tự do. Kết quả thu được phần hữu hạn là

f =

∫
S

dxdy
〈
0|Tzz − Tzz(vô hạn)|0

〉
. (1.11)

Áp dụng điều kiện biên cổ điển

Hz = E⊥ = 0, (1.12)

cho sóng điện từ có véctơ sóng ~k = (kx, ky, kz) = (k⊥, kz) và véctơ phân

cực ~d, sử dụng phương pháp hàm Green, Plunien và cộng sự [57] tìm

được

~E = iωk ~de
ikxxeikyy sin(kzz)e−iωkt,

~H = ~k × ~dωk ~de
ikxxeikyy cos(kzz)e−iωkt. (1.13)

Từ các công thức trên, lực Casimir tác dụng lên tấm kim loại được tính

theo công thức [14,57],

f = − π
2~c

240`4
S, (1.14)

trong đó c là tốc độ ánh sáng trong chân không.

Ngoài phương pháp trên, phân kỳ trong năng lượng điểm không (1.3)

còn có thể khử bằng phương pháp hàm zeta Riemann ζ(x) được định

nghĩa như sau

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s. (1.15)

Trong (1.13), thành phần theo trục 0z của véctơ sóng có dạng kz ≡ kn =

nπ/`, do đó

ω2
n = c2

(
k2
⊥ +

n2π2

`2

)
. (1.16)
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Thay (1.16) vào (1.3), ta thu được năng lượng điểm không là

E0 = S~c
∫

d2k⊥
(2π)2

∞∑
n=1

√
k2
⊥ +

n2π2

`2
. (1.17)

Hệ số 1/2 trong (1.17) biến mất là do ta đã tính đến hai trạng thái phân

cực của sóng điện từ. Biểu thức (1.17) phân kỳ và để khử phân kỳ này

ta đưa vào thừa số hiệu chỉnh ζ có dạng ωsn. Khi đó, (1.17) có thể viết

dưới dạng

E0 = S~c
∫

d2k⊥
(2π)2

∞∑
n=1

(
k2
⊥ +

n2π2

`2

)(1−s)/2

. (1.18)

Chuyển sang hệ tọa độ cực và chú ý đến (1.15), ta có thể đưa (1.18) về

dạng

E0 = −S~c 2

`3−s
π2−s

3− s

∞∑
n=1

|n|3−s = −S~c 2

`3−s
π2−s

3− s
ζ(s− 3). (1.19)

Để loại bỏ thừa số hiệu chỉnh đã thêm vào (1.18), ta lấy giới hạn của

(1.19) khi s→ 0. Kết quả cho ta năng lượng Casimir

E = − π
2~c

720`3
S. (1.20)

Đạo hàm của (1.20) theo khoảng cách giữa hai bản kim loại sẽ cho ta

lực Casimir (1.14).

Các nghiên cứu đã chỉ ra rằng, lực Casimir phụ thuộc vào nhiều yếu

tố: bản chất hệ, cấu trúc hình học của hệ, điều kiện biên và nhiệt độ. Về

mặt thực nghiệm, việc đo được chính xác lực Casimir là rất khó khăn do

một mặt, lực này chỉ xuất hiện trong một vùng không gian rất nhỏ, mặt

khác thì việc tạo nên một cấu trúc như tính toán ban đầu của Casimir là

rất khó khả thi. Đây cũng là một trong những nguyên nhân làm cho hiệu
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ứng này ít được quan tâm ngay từ khi nó mới được Casimir phát hiện

ra. Đã có rất nhiều nỗ lực thực nghiệm để nghiên cứu lực Casimir nhưng

kết quả chưa được như mong muốn [22]. Phải đến năm 1996, tức là 48

năm sau khi được phát hiện, Lamoreaux [42] mới đo được lực Casimir

với sai số cỡ 5% so với tính toán lý thuyết.

1.2 Tình hình nghiên cứu lực Casimir trong ngưng

tụ Bose-Einstein

1.2.1 Ngưng tụ Bose-Einstein

Boson là hệ các hạt có spin nguyên, chúng tuân theo thống kê Bose-

Einstein. Hệ boson có thể là tập hợp các hạt boson hoặc hệ các hạt Fermi

liên kết với nhau để tạo thành các hạt giả boson. Khí Bose không tương

tác gọi là khí Bose lý tưởng. Trạng thái của hệ boson được mô tả bằng

các hàm sóng đối xứng, số lấp đầy không bị hạn chế bởi nguyên lý Pauli

mà có thể nhận giá trị tùy ý. Thế nhiệt động Ω của hệ có dạng [53],

Ωk = −kBT ln
∞∑
n=0

[
e
µ−εk
kBT

]nk
, (1.21)

với kB là hằng số Boltzman, T là nhiệt độ tuyệt đối, µ là thế hóa và εk

là năng lượng của một hạt ở trạng thái có véctơ sóng ~k. Tổng này chỉ

hội tụ khi e
µ−εk
kBT < 1 nên ta có thể viết

Ωk = kBT ln
(

1− e
µ−εk
kBT

)
. (1.22)

Gọi nk là mật độ hạt ở trạng thái có véctơ sóng ~k thì mật độ năng lượng

của trạng thái này bằng tổng năng lượng của tất cả các hạt nằm trong
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trạng thái đó. Từ đây, ta có

nk = −∂Ω

∂µ
=

1

e
µ−εk
kBT − 1

. (1.23)

Đối với khối khí boson gồm N nguyên tử không tương tác bị giam cầm

và làm lạnh bằng một thế điều hòa ba chiều thì nhiệt độ chuyển pha

(bắt đầu có ngưng tụ) thỏa mãn [53],

kBT
0
C =

N 1/α

[CαΓ(α)ζ(α)]1/α
, (1.24)

trong đó, Cα là hằng số phụ thuộc vào các tham số đặc trưng của hệ,

hàm gamma được định nghĩa dưới dạng

Γ(α) =

∫ ∞
0

xα−1e−x, (1.25)

Với khí boson đồng nhất được giam trong hố thế ba chiều thì α = 3/2

và (1.24) trở thành

T 0
C ≈ 3.31

~2n
2/3
0

mkB
, (1.26)

trong đó n0,m lần lượt là mật độ khối của ngưng tụ và khối lượng của

một hạt.

Khi nhiệt độ T của hệ nhỏ hơn nhưng rất gần với nhiệt độ tới hạn

thì số hạt ngưng tụ là

N0 = N

[
1−

(
T

T 0
C

)α]
. (1.27)

Tại nhiệt độ này, các hạt boson có cùng bước sóng de Broglie thỏa mãn

λdB =

(
2π~2

mkBT

)1/2

, (1.28)

và nó có giá trị cùng bậc với khoảng cách trung bình giữa các hạt.
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Đối với khí Bose có tương tác thì các boson trong hệ tương tác với

nhau bởi lực hút hoặc lực đẩy, tương tác này được xác định qua độ dài

tán xạ a của sóng s. Ở đây, chúng ta giới hạn ở trường hợp tương tác

đẩy với cường độ [54],

g =
4π~2

m
a > 0. (1.29)

Để có thể áp dụng lý thuyết nhiễu loạn, ta chỉ xét trường hợp khí Bose

tương tác yếu hay còn gọi là khí Bose loãng. Điều kiện này chỉ thỏa mãn

khi n0a
3 � 1 [1]. Sử dụng phương pháp khai triển N lớn, Baym và cộng

sự [8] chứng minh được nhiệt độ tới hạn TC của khí Bose tương tác yếu

sai khác so với nhiệt độ tới hạn T 0
C của khí Bose lý tưởng một số hạng

dương

TC = T 0
C + pT 0

C , (1.30)

trong đó p = (2, 2± 0, 2)an
1/3
0 .

Ở nhiệt độ không tuyệt đối, các thăng giáng lượng tử có véctơ sóng

k xuất hiện với phổ năng lượng của hạt [53,54],

ε(k) =

[
gn0

m
k2 +

(
k2

2m

)2
]1/2

, (1.31)

còn thế hóa được xác định theo công thức

µ ≈ gn0

[
1 +

32

3
√
π

(n0a
3)1/2

]
. (1.32)

1.2.2 Tổng quan về nghiên cứu hiệu ứng Casimir trong BEC

Nghiên cứu về hiệu ứng Casimir phát triển mạnh mẽ vào những năm

1970 của thế kỉ trước. Tuy nhiên, nghiên cứu hiệu ứng này trong môi

trường BEC chỉ thực sự bùng nổ từ những năm 2000.
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Trước hết, ta điểm qua các nghiên cứu về hiệu ứng Casimir trong môi

trường BEC ở nhiệt độ không. Hệ nghiên cứu là môi trường ngưng tụ

BEC được giam giữ giữa hai tấm phẳng (được gọi là hai tường cứng)

đặt song song với nhau và cách nhau một khoảng `. Diện tích hai tấm

phẳng rất lớn, tức là thỏa mãn điều kiện diện tích S � `2. Hệ được giữ

ở nhiệt độ gần độ không tuyệt đối. Lúc này hiệu ứng Casimir bắt nguồn

từ các thăng giáng lượng tử của trạng thái cơ bản.

Công trình đầu tiên có thể kể đến là nghiên cứu của A. Edery [27]

với hệ BEC ba chiều. Diện tích hai tấm phẳng là `1× `2 và không có thế

giam cầm. Trong hệ đơn vị ~ = c = 2m = 1, mật độ năng lượng của hệ

là

E =
1

2

∑
k=1

E(k), (1.33)

với

E(k) = k
√
k2 + αµ− k2 − µ. (1.34)

Trong không gian bị giới hạn, sử dụng điều kiện biên tuần hoàn thì véctơ

sóng bị lượng tử hóa theo công thức

k2 =

(
2nπ

`

)2

+

(
2n1π

`1

)2

+

(
2n2π

`2

)2

. (1.35)

Kết quả cho ta mật độ năng lượng Casimir là

EC = −π
2

90

v

`3
+

2π4

315v`5
, (1.36)

với v là tốc độ âm trong môi trường BEC.

Sử dụng lý thuyết trường lượng tử ở gần đúng một vòng, năm 2009

J. Schiefele và C. Henkel [66] đã nghiên cứu hiệu ứng Casimir trong môi

trường BEC ở nhiệt độ không, trong không gian một chiều và sử dụng
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hệ đơn vị tự nhiên. Sau khi loại bỏ phần năng lượng khối và năng lượng

bề mặt, các tác giả chứng minh được rằng, năng lượng Casimir là phần

hữu hạn của mật độ năng lượng tự do

F̄1 =
1

2L̄2

+∞∑
n=−∞

d2~k

(2π)2

√[
(L̄k)2 + n2

]
[M(k)2 + n2], (1.37)

với L̄ = `/2π và

M(k) = L̄
√
k2 + 1/ξ2,

trong đó ξ là độ dài đặc trưng. Sử dụng công thức Abel-Plana để khử

phân kì tử ngoại, năng lượng Casimir được biểu diễn qua tích phân của

mật độ trạng thái

EC =

∫ ∞
0

ρ(x, L̄)

e2πx − 1
dx, (1.38)

với

ρj(x, L̄j)

=


− 1

8πξ4ξ2j

[
arcsin η − η(1− 2η2)

√
1− η2

]
, khi 0 ≤ x < L̄/ξ;

− 1
16ξ4 , khi x ≥ L̄j/ξ,

(1.39)

là hàm mật độ trạng thái, trong đó η = ξx
L̄
. Khi khoảng cách giữa các

tường cứng đủ lớn L̄/ξ � 1, mật độ năng lượng Casimir có dạng gần

đúng

EC w −π
2

90

v

`3
+

2π4

315

vξ2

`5
. (1.40)

Kết quả này cũng cho thấy, với hệ các hạt Bose lý tưởng ở nhiệt độ

không tuyệt đối, tốc độ âm bị triệt tiêu nên trong hệ không xảy ra hiệu

ứng Casimir.
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Vẫn với hệ BEC một chiều, S. Biswas và cộng sự [13] sử dụng hình

thức luận Hamilton để khảo sát các lực tương tác trong hệ BEC. Theo

đó, lực tương tác trong môi trường BEC gồm hai loại:

- Lực Casimir-like: đây là loại lực gây ra do phần năng lượng mặt

ngoài chênh lệch của hệ nghiên cứu so với năng lượng bề mặt của hệ vô

hạn. Hàm sóng biểu diễn của hệ tìm được bằng cách giải phương trình

GP. Kết quả tính toán cho thấy lực Casimir-like có độ lớn

F = −S2π~2n2
0a

m
sec4

(√
8πn0a`

2 − π2

8

)
, (1.41)

trong đó n0 là mật độ khối, a là độ dài tán xạ sóng s, m là khối lượng

nguyên tử khí Bose.

- Lực Casimir: lực này gây ra bởi các thăng giáng lượng tử lên trạng

thái cơ bản của hệ. Để khử phân kỳ vùng UV, các tác giả đã khai triển

véctơ sóng của lực và giữ đến số hạng gần đúng bậc 4. Kết quả cho biểu

thức của lực Casimir dưới dạng

FC =
1

2

√
gn0

m

2πS

(2π~)2
×

×
[
−(π~)3ζ(−3)

`4
+

(π~)4ζ(−4)√
4mgn0`5

− (π~)5ζ(−5)

8πmgn0`6
+ . . .

]
, (1.42)

trong đó ζ là hàm zeta Rieman.

Tích phân theo xung lượng (hoặc vectơ sóng) bị phân kì UV, nên phải

đưa vào số hạng ngắt (cut-off) Λ để ngắt tích phân. Ngoài ra, kết quả

thu được phải được lấy giới hạn khi Λ→∞. Việc khai triển xung lượng

và giới hạn đến bậc bốn như trên là điều không hợp lý. Nhằm khắc phục

vấn đề này, trong [75], N. V. Thu đã sử dụng công thức Euler-Maclaurin
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để khử phân kì UV. Bên cạnh đó, bài toán cũng được mở rộng ở hai

khía cạnh:

- Sử dụng điều kiện biên Robin: đây là điều kiện biên tổng quát hơn

điều kiện biên Dirichlet vẫn đang được sử dụng rộng rãi và quan trọng

hơn là, về mặt toán học, nó có thể cho ta kết quả tương ứng ứng với

điều kiện biên Dirichlet trong trường hợp đặc biệt.

- Khảo sát các lực tương tác trong cả thống kê chính tắc và thống kê

chính tắc lớn.

So với các công trình trước đây, kết quả quan trọng thu được ở [75]

là:

- Lực Casimir-like có thể là lực hút hoặc lực đẩy, tùy thuộc vào thống

kê được xét là chính tắc hay chính tắc lớn.

- Lực tổng hợp tác dụng trong hệ BEC cũng có thể là lực đẩy hoặc

lực hút, tùy thuộc vào thông số của hệ và thống kê đang xét.

- Có thể xảy ra chuyển pha trong không gian trạng thái cơ bản của

hệ và nếu có thì đây là chuyển pha loại 1.

Nghiên cứu về hiệu ứng Casimir trong môi trường BEC ở nhiệt độ

hữu hạn hiện nay còn khá khiêm tốn. Các công trình hiện có chỉ dừng lại

ở hệ ngưng tụ Bose lý tưởng, tức là không có tương tác giữa các phân tử

boson. Công trình nghiên cứu điển hình là [12]. Trong công trình này, sử

dụng thống kê Bose-Einstein cho các vùng nhiệt độ khác nhau, Biswas

đã tính thế chính tắc lớn của hệ và trên cơ sở đó tìm lực tác dụng. Như

vậy, trên thực tế, đây không phải là hiệu ứng Casimir mà thực chất là

ảnh hưởng của sự co gọn không gian lên thế nhiệt động. Kết quả chính
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mà ông thu được là:

- Trong vùng nhiệt độ thấp (rất nhỏ so với nhiệt độ ngưng tụ TC),

lực Casimir-like có dạng:

FC = −N
(
T

TC

)3/2
π2~2

m`3
, (1.43)

với N là số nguyên tử boson trong hệ.

- Ở miền nhiệt độ lớn hơn nhưng rất gần với nhiệt độ chuyển pha TC

thì

FC = −Nπ2~2

m`3
. (1.44)

- Ở vùng nhiệt độ rất lớn so với nhiệt độ chuyển pha thì

FC = −8N(kBT )2m`

~2
exp

(
−2m`2kBT

~2

)
. (1.45)

Kết quả cho thấy, ở miền này không còn ngưng tụ và lực Casimir-like

giảm dần theo quy luật hàm mũ của cả nhiệt độ và bình phương khoảng

cách giữa các tường cứng.

Đối với môi trường BEC hai thành phần, nghiên cứu về hiệu ứng

Casimir hiện nay còn bỏ ngỏ. Hiệu ứng Casimir-like được nhiên cứu

trong [74]. Theo đó, lực Casimir-like của hệ vẫn khác không khi mà hai

thành phần trộn lẫn vào nhau. Đây là một kết quả rất đặc biệt của hiệu

ứng kích thước hữu hạn lên tính chất tĩnh của hệ BEC hai thành phần.

Do vậy, trong luận án này, chúng tôi sẽ tập trung nghiên cứu ảnh

hưởng từ hiệu ứng kích thước hữu hạn lên các tính chất tĩnh của hệ

BEC hai thành phần, tập trung vào hai đại lượng quan trọng nhất đó

là lực Casimir-like và lực Casimir.
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1.2.3 Lý thuyết Gross-Pitaevskii

a. Phương trình Gross-Pitaevskii

Phương trình GP thực chất là dạng phi tuyến của phương trình

Schrodinger khi xét trong gần đúng trường trung bình. Để thiết lập

phương trình GP, chúng ta xuất phát từ việc khảo sát hệ BEC, đó là

một hệ N hạt boson đồng nhất ở nhiệt độ không tuyệt đối. Trong điều

kiện này, tất cả các hạt đều nằm trong trạng thái cơ bản. Theo định

nghĩa, Hamiltonian của hệ là tổng của động năng các hạt và thế năng

tương tác [58],

Ĥ =
N∑
i=1

(
p2
i

2m
+ Vext(~ri)

)
+

1

2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

V (|~ri − ~rj|). (1.46)

Trong vế phải của phương trình (1.46), số hạng thứ nhất trong dấu tổng

đầu tiên là động năng của hạt thứ i, số hạng thứ hai là thế năng tương

tác của hạt thứ i với trường ngoài Vext(~ri). Dấu tổng thứ hai là tổng thế

năng tương tác giữa các cặp hạt trong hệ, ~ri là tọa độ của hạt thứ i, hệ

số 1/2 để đảm bảo tương tác giữa hạt thứ i và hạt thứ j chỉ tính một

lần.

Đối với hệ hạt boson đồng nhất, chúng không bị chi phối bởi nguyên lý

loại trừ Pauli và hàm sóng mô tả trạng thái của cả hệ Ψ phải là hàm đối

xứng. Gọi ψ là hàm sóng của một hạt thì hàm sóng của cả hệ có thể viết

dưới dạng tích tenxơ của hàm sóng một hạt |Ψ〉 = |ψ〉⊗|ψ〉⊗. . .⊗|ψ〉 [54].

Đương nhiên hàm sóng này phải thỏa mãn điều kiện chuẩn hóa

〈Ψ|Ψ〉 =

∫
Ψ∗Ψd~r = N. (1.47)
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Năng lượng của hệ được xác định theo công thức

E(Ψ) =
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

. (1.48)

Theo định nghĩa, năng lượng tự do của hệ được xác định qua biểu thức

F = E − µN. (1.49)

Kết hợp (1.48) với (1.47) và (1.49), ta được

F (Ψ) = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉 − µ〈Ψ|Ψ〉. (1.50)

Bây giờ ta tìm từng số hạng trong phương trình (1.50):

- Số hạng động năng

〈Ψ|
N∑
i=1

~p2
i

2m
|Ψ〉 =

N∑
i=1

~2

2m

∫
∇ψ∗(~ri)∇ψ(~ri)d~ri

= N
~2

2m

∫
|∇ψ(~r)|2d~r (1.51)

= −N ~2

2m

∫
ψ∗(~r)∇2ψ(~r)d~r.

- Số hạng thế năng tương tác với trường ngoài

〈Ψ|
N∑
i=1

Vext|Ψ〉 = N

∫
ψ∗(~r)Vextψ(~r)d~r. (1.52)

- Số hạng thế năng tương tác cặp

〈Ψ|1
2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

V (|~ri − ~rj|)Ψ〉

=
1

2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

∫
d~ri

∫
ψ∗(~ri)ψ

∗(~rj)V (|~ri − ~rj|)ψ(~ri)ψ(~rj)d~rj

=
N(N − 1)

2

∫
d~r

∫
ψ∗(~r)ψ(~r′)V (|~r − ~r′|)ψ(~r)ψ(~r′)d~r′. (1.53)
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- Số hạng tương ứng với thế hóa của hệ

µ〈Ψ|Ψ〉 = µ

(∫
ψ∗(~r)ψ(~r)d~r

)N
. (1.54)

Thay (1.51) - (1.54) vào (1.50), ta thu được

F = −N ~2

2m

∫
ψ∗(~r)∇2ψ(~r)d~r +N

∫
ψ∗(~r)Vextψ(~r)d~r

+
N(N − 1)

2

∫
d~r

∫
ψ∗(~r)ψ(~r′)V (|~r − ~r′|)ψ(~r)ψ(~r′)d~r′

−µ
(∫

ψ∗(~r)ψ(~r)d~r

)N
. (1.55)

Trạng thái cơ bản của hạt phải ứng với cực tiểu của năng lượng tự do

(1.55), tức là
δF

δψ∗
= 0. (1.56)

Thay (1.55) vào (1.56) ta có

N

∫ [
− ~2

2m
∇2ψ(~r) + Vext(~r)ψ(~r)

+(N − 1)

(∫
|ψ(~r)|2V (|~r − ~r′|)d~r′

)
ψ(~r)

−µψ(~r)] δψ∗(~r)d(~r) = 0. (1.57)

Thế năng tương tác giữa các cặp hạt của hệ thông thường được chọn

dưới dạng hàm delta [53],

V (|~r − ~r′|) =
4π~2

m
aδ(~r − ~r′). (1.58)

Thay (1.58) vào (1.57) với chú ý rằng các hàm sóng đơn hạt phải thỏa

mãn điều kiện chuẩn hóa và lấy gần đúng hàm sóng của hệ thỏa mãn

Ψ(~r) =
√
Nψ(~r), (1.59)
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ta thấy phương trình (1.57) chỉ thỏa mãn khi

− ~2

2m
∇2Ψ(~r) + Vext(~r)Ψ(~r) +

4π~2

m
a|Ψ(~r)|2Ψ(~r) = µΨ(~r). (1.60)

Chú ý đến (1.29) thì phương trình (1.60) trở thành[
− ~2

2m
∇2 + Vext(~r)− µ+ g|Ψ(~r)|2

]
Ψ(~r) = 0. (1.61)

Phương trình (1.61) được gọi là phương trình GP, nghiệm của phương

trình này chính là hàm sóng mô tả trạng thái cơ bản của BEC. Khi hệ

không có trường ngoài thì (1.61) trở thành[
− ~2

2m
∇2 − µ+ g|Ψ(~r)|2

]
Ψ(~r) = 0. (1.62)

Thế tương tác GP có dạng

VGP = −µ|Ψ|2 +
g

2
|Ψ|4. (1.63)

b. Hệ phương trình Gross-Pitaevskii

Bây giờ ta đi xây dựng hệ phương trình GP cho ngưng tụ Bose-

Einstein hai thành phần. Đối với hệ BEC hai thành phần, tương tác

giữa các cặp hạt gồm hai thành phần khác nhau:

- Tương tác giữa các cặp hạt trong cùng một thành phần: tương tác

này được đặc trưng bởi hằng số tương tác

gjj =
4π~2

mj
ajj,

với ajj là độ dài tán xạ sóng s giữa các hạt trong cùng một thành phần,

j = 1, 2.
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- Tương tác giữa các cặp hạt ở hai thành phần với nhau với hằng số

tương tác

g12 = g21 = 2π~2

(
1

m1
+

1

m2

)
a12,

với a12 = a21 là độ dài tán xạ sóng s giữa các hạt của hai thành phần.

Sử dụng kết quả gần đúng (1.59) khi xây dựng phương trình GP cho

BEC một thành phần ta có thể mô tả hệ BEC hai thành phần bởi hàm

mật độ Lagrangian

L =
∑
j=1,2

[
i~
2

(ψ∗j∂tψj − ψj∂tψ∗j ) +
~2

2mj
ψ∗j∇2ψj

]
− V(ψ1, ψ2), (1.64)

trong đó V là thế tương tác, nó có dạng

V(ψ1, ψ2) =
∑
j=1,2

(
−µj|ψj|2 +

gjj
2
|ψj|4

)
+ g12|ψ1|2|ψ2|2. (1.65)

Trong công thức này ψj = ψj(~r, t) là hàm sóng phụ thuộc thời gian của

thành phần j.

Áp dụng nguyên lý tác dụng tối thiểu, ta tìm được phương trình

Euler-Lagrange cho mỗi thành phần

∂L
∂ψj
− ∂V

(
∂L

∂(∂Vψj)

)
= 0. (1.66)

Từ đó tìm được hệ phương trình GP phụ thuộc thời gian cho các tham

số trật tự

i~
∂ψ1

∂t
=

(
− ~2

2m1
∇2 + g11|ψ1|2 + g12|ψ2|2

)
ψ1,

i~
∂ψ2

∂t
=

(
− ~2

2m2
∇2 + g22|ψ2|2 + g12|ψ1|2

)
ψ2.

(1.67)

Để thu được hệ phương trình GP không phụ thuộc thời gian ta viết hàm

sóng dưới dạng

ψj(~r, t) = Ψj(~r)e
−iµjt/~. (1.68)
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Thay (1.68) vào (1.67) sẽ dẫn đến hệ phương trình GP

− ~2

2m1
∇2Ψ1 − µ1Ψ1 + g11|Ψ1|2Ψ1 + g12|Ψ2|2Ψ1 = 0,

− ~2

2m2
∇2Ψ2 − µ2Ψ2 + g22|Ψ2|2Ψ2 + g12|Ψ1|2Ψ2 = 0.

(1.69)

Như vậy thế tương tác GP của hệ có dạng

VGP =
∑
j=1,2

[
−µj|Ψj|2 + gjj|Ψj|4

]
+ gjj′|Ψ1|2|Ψj′|2. (1.70)

Rõ ràng với hệ một thành phần, ta cho j = 1, j′ = 0 và g12 = 0 thì

các phương trình (1.69) và (1.70) trở thành các phương trình tương ứng

(1.62) và (1.63).

1.2.4 Gần đúng parabol kép

Khi nghiên cứu hệ BEC một và hai thành phần, cả các tính chất tĩnh

và động lực học, thì yêu cầu đầu tiên là phải giải được (hệ) phương trình

GP. Như đã nói (hệ) phương trình GP là (hệ) phương trình vi phân phi

tuyến. Việc tìm được nghiệm giải tích của nó chỉ có thể thực hiện trong

một số trường hợp đơn giản:

- Với hệ BEC một thành phần bị giới hạn bởi một tường cứng đặt

vuông góc với trục 0z, nghiệm của (1.62) có dạng [54],

Ψ(z) = tanh

(
z√
2ξ

)
, (1.71)

trong đó ξ = ~/
√

2mgn0 được gọi là độ dài đặc trưng.

- Với hệ BEC hai thành phần, việc giải hệ phương trình GPs còn phức

tạp hơn nhiều so với hệ BEC một thành phần. Nguyên nhân là do các

phương trình GPs liên kết với nhau. Có ba trường hợp đặc biệt:
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• Khi hệ có đối xứng, tức là ξ1 = ξ2 và g12 = 3
√
g11g22, A. B. Malomed

và cộng sự tìm được [44],

Ψj(z) =
1

2

[
1 + (−1)j+1 tanh

z√
2ξj

]
. (1.72)

• Khi hệ phản đối xứng ξ = 1/2 và g12 =
3

2

√
g11g22, J. O. Indekeu và

cộng sự [36] tìm được

Ψj(z) =

√√√√1

2

[
1 + (−1)j+1 tanh

z√
2ξj

]
. (1.73)

• Khi hệ phân tách mạnh K →∞ thì [54],

Ψj(z) = tanh

[
(−1)j+1 z√

2ξj

]
. (1.74)

Các trường hợp còn lại ta không thể tìm được nghiệm giải tích mà (hệ)

phương trình GP chỉ có thể giải được bằng các phương pháp gần đúng

hoặc tính số. Hiện có khá nhiều phương pháp gần đúng để tìm nghiệm

giải tích của (hệ) phương trình GP, trong đó phương pháp DPA được

đề xuất ở [36] khá đơn giản nhưng kết quả thu được có độ chính xác

cao. Chúng ta sẽ xem xét một số nét chính của phương pháp này bằng

cách xét hệ BEC với thế năng GP ở (1.63). Trước hết ta đưa vào tọa độ

không thứ nguyên và hàm sóng rút gọn

ρ =
z

ξ
, φ =

Ψ
√
n0
. (1.75)

Thay (1.75) vào (1.63) ta được thế năng GP không thứ nguyên

VGP ≡
VGP
gn2

0

= −φ2 +
φ4

2
. (1.76)
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Để ý rằng ở gần tường cứng, hàm sóng rút gọn giảm dần từ giá trị khối

φ = 1 về 0 tại tường cứng, do đó, ta có thể khai triển ở bậc nhất

φ ≈ 1 + a, (1.77)

với a là số thực, nhỏ. Thay (1.77) vào (1.76) và giữ đến gần đúng bậc

hai của tham số trật tự ta thu được

VDPA ≈ 2(φ− 1)2 − 1

2
. (1.78)

Hình 1.2: Thế tương tác theo tham số trật tự φ.

Bằng việc thay thế năng GP bằng thế năng gần đúng VDPA như ở (1.78)

thì phương trình GP (1.62) trở thành phương trình Euler-Lagrange

không thứ nguyên như sau

−∂
2φ

∂ρ2
+ α2(φ− 1) = 0, (1.79)

với α =
√

2.

Hình 1.2 là đồ thị biểu diễn thế tương tác theo tham số trật tự φ,

trong đó đường liền nét ứng với thế GP không thứ nguyên, đường đứt
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nét ứng với thế DPA không thứ nguyên. Như vậy, thế GP được thay thế

bằng hai đường parabol nên gần đúng này được gọi là gần đúng parabol

kép.

Rõ ràng trong gần đúng này, phương trình vi phân phi tuyến (1.62)

đã được thay thế bằng phương trình vi phân (1.79), đó là phương trình

mà ta hoàn toàn có thể tìm được nghiệm giải tích.

1.2.5 Tác dụng hiệu dụng Cornwall-Jackiw-Tombolis

Một yêu cầu khác khi nghiên cứu lý thuyết về các tính chất của hệ

BEC là không làm mất đi tính chất phi tuyến của các hiệu ứng tập thể

và tính liên kết của hệ ngưng tụ. Để giải quyết vấn đề này, nhóm nghiên

cứu J. Golstone, A. Salam và S. Weinberge [32] đã đưa ra phương pháp

tác dụng hiệu dụng vào năm 1962 dựa trên tích phân phiếm hàm. Tiếp

tục phát triển phương pháp này bằng cách mở rộng tác dụng hiệu dụng

cho các toán tử đa hợp, nhóm nghiên cứu Cornwall-Jackiw-Tomboulis

đã thành công khi giải quyết các vấn đề của lý thuyết trường lượng tử

và phương pháp này được gọi tắt là phương pháp tác dụng hiệu dụng

CJT [21]. Tác dụng hiệu dụng CJT là Γ
[
φ̄, G

]
phụ thuộc vào giá trị trung

bình của trường lượng tử φ̄(x) và phụ thuộc vào hàm truyền G(x, y).

Để tìm hiểu về phương pháp tác dụng hiệu dụng CJT, trong mọi quá

trình vật lý, chúng ta có thể coi trạng thái của hệ tại thời điểm ban đầu

t → −∞ và thời điểm cuối cùng t → ∞ là các trạng thái ứng với năng

lượng thấp nhất, ứng với các chân không |O−〉 và 〈+O|. Do vậy khi hệ

chuyển từ trạng thái chân không |O−〉 đến chân không 〈+O| dưới ảnh
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hưởng của các nguồn ngoài J,K thì biên độ xác suất có dạng [49,60],

Z [J,K] ≡ 〈+O|O−〉J,K = N
∫
Dφei([Sφ]+φ.J+ 1

2φ.K.φ), (1.80)

trong đó ta đã sử dụng các kí hiệu

φ.J =

∫
φ(x)J(x)d4x,

φ.K.φ =

∫
φ(x)K(x, y)φ(y)d4xd4y,

là các tích chấm được thực hiện trên tất cả quá trình bên trong và không

thời gian, N là thừa số chuẩn hóa; S [φ] là tác dụng thông thường.

Phiếm hàm sinh Z [J,K] sinh ra các hàm Green tổng quát bao gồm

tất cả các giản đồ liên kết và không liên kết. Phiếm hàm W [J,K] chỉ

bao gồm các giản đồ liên kết, không tính đến sự khác nhau do giao hoán

các đỉnh sẽ đóng góp vào Z [J,K] được cho bởi

Z [J,K] = eiW [J,K]. (1.81)

Phiếm hàm Γ
[
φ̄, G

]
bao gồm những giản đồ bất khả quy hai hạt cho

các hàm đỉnh liên kết, nhận được bằng phép biến đổi Legendre loại hai

Γ
[
φ̄, G

]
= W [J,K]− φ̄.J − 1

2
φ̄.K.φ̄− 1

2
Tr [G,K] , (1.82)

trong đó

φ̄.J =

∫
φ̄(x)J(x)d4x,

φ.K.φ =

∫
φ̄(x)K(x, y)φ̄(y)d4xd4y,

Tr [G,K] =

∫
Gij(x, y)K ij(x, y)d4xd4y.
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Do đó ta có

δΓ
[
φ̄, G

]
δφ̄i

=− Ji − (K.φ̄)i, (1.83a)

δΓ
[
φ̄, G

]
δGij

=− 1

2
Kij. (1.83b)

Khi các nguồn ngoài bằng không, cặp phương trình (1.83) ứng với trạng

thái cơ bản của hệ trở thành phương trình khe mô tả chuyển động của

trường
δΓ
[
φ̄, G

]
δφ̄

|J=K=0= 0, (1.84)

và phương trình SD cho hàm truyền G

δΓ
[
φ̄, G

]
δG

|J=K=0= 0. (1.85)

Vậy khi có thêm nguồn ngoài K đặc trưng cho tính hỗn hợp, tác dụng

hiệu dụng Γ
[
φ̄, G

]
không chỉ phụ thuộc vào trị trung bình của trường

lượng tử mà còn phụ thuộc vào hàm truyền G - là trị trung bình của T

- tích các toán tử trường. Do đó, để xác định các tính chất nhiệt động

của hệ ta cần tìm tác dụng hiệu dụng Γ
[
φ̄, G

]
. Điều này rất thuận lợi

cho việc nghiên cứu sự vi phạm đối xứng. Tuy nhiên, việc xác định đầy

đủ Γ
[
φ̄, G

]
là vô cùng khó khăn mà phải dùng đến phép gần đúng nhất

định. Phương pháp khai triển vòng cho phép ta giải quyết vấn đề này.

Xét với các hạt boson, khai triển hai vòng có dạng

Γ
[
φ̄, G

]
= S

[
φ̄
]
− i

2
Tr
[
lnGG−1

0 −GG−1
0 + 1

]
+ Γ2

[
φ̄, G

]
, (1.86)

trong đó Γ2

[
φ̄, G

]
bao gồm tổng tất cả các giản đồ chân không bất khả

quy hai hạt có các đỉnh được xác định bởi Sint
[
φ̄, φ

]
và hàm truyền G.
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Lấy đạo hàm theo G của (1.86) có tính đến (1.83) ta thu được phương

trình SD cho hàm truyền và năng lượng riêng của hệ [39].

Trong trường hợp hệ có đối xứng tịnh tiến, trường cổ điển φ̄(x) là

một hằng số. Tác dụng hiệu dụng Γ
[
φ̄, G

]
có dạng

Γ
[
φ̄, G

]
= −Veff

(
φ̄, G

) ∫
d4x, (1.87)

với Veff
(
φ̄, G

)
là thế hiệu dụng. Khai triển chuỗi (1.74) ta thu được thế

hiệu dụng CJT trong không gian xung lượng

Veff
(
φ̄, G

)
=U(φ̄) +

i

2

∫
d4p

(2π)4
Tr
[
lnG(p)G−1

0 (p)−G−1
0 (φ̄, p) + 1

]
+ V2(φ̄, G), (1.88)

trong đó U(φ̄) là thế cổ điển và V2(φ̄, G) là tổng tất cả các giản đồ chân

không bất khả quy hai hạt với các đỉnh và hàm truyền G(p). Bây giờ,

điều kiện dừng (1.84) và (1.85) mô tả trạng thái cơ bản trở thành

∂Veff(φ̄, G)

∂φ̄
= 0, (1.89a)

∂Veff(φ̄, G)

∂G
= 0. (1.89b)

Như vậy, thế hiệu dụng CJT là hàm của φ̄ và là một phiếm hàm của

G. Ở trạng thái cơ bản, tác dụng hiệu dụng và thế hiệu dụng CJT có ý

nghĩa như năng lượng và mật độ năng lượng [62].

Như vậy, có hai kết quả quan trọng mà tác dụng hiệu dụng mang lại

là:

- Ta thu được phương trình chuyển động (1.89a) xác định sự biến đổi

của trường lượng tử và phương trình SD (1.89b) cho hàm truyền;

36



- Khi hệ phương trình cho nghiệm φ̄(x) 6= 0, có nghĩa là có sự phá

vỡ đối xứng. Nghĩa là cơ chế phá vỡ đối xứng đã tự động sinh ra ngay

trong hình thức luận tác dụng hiệu dụng CJT. Mặt khác khi khai triển

tác dụng hiệu dụng CJT quanh nghiệm dừng, các hiện tượng vật lý ở

trạng thái cơ bản cũng tự động xuất hiện trong các nghiệm không nhiễu

loạn ứng với sự phá vỡ đối xứng [7, 20,33,39,76].

Do đó, phương pháp tác dụng hiệu dụng CJT ở gần đúng hai vòng là

phương pháp mới, có tính chính xác cao. Ngoài ra nó còn có thể tự động

cho ra hai kết quả quan trọng dùng để xác định nghiệm vật lý của hệ.
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Tổng kết chương 1

Với mục đích trình bày các kiến thức cở sở cho những nghiên cứu ở

các chương tiếp theo, Chương 1 đã đạt được một số kết quả sau đây:

1. Trình bày sơ lược về hiệu ứng Casimir và tổng quan về tình hình

nghiên hiệu ứng Casimir trong vật lý, đặc biệt là trong môi trường

ngưng tụ Bose-Einstein;

2. Tóm tắt hai phương pháp cơ bản được sử dụng rộng rãi để nghiên

cứu hiệu ứng Casimir trong BEC một và hai thành phần là phương

pháp trường trung bình với lý thuyết GP và phương pháp tác dụng

hiệu dụng CJT.
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Chương 2

Hiệu ứng Casimir trong ngưng tụ

Bose-Einstein một thành phần

Trong chương này, chúng ta nghiên cứu hiệu ứng Casimir của hệ BEC

một thành phần bị giam trong không gian giữa hai tường cứng đặt song

song với nhau và cách nhau một khoảng `. Chọn trục 0z sao cho nó

vuông góc với hai tường cứng và gốc tọa độ nằm giữa hai tường. Các nội

dung nghiên cứu được tiến hành trong cả GCE và CE. Bên cạnh việc

nghiên cứu hiệu ứng Casimir trong gần đúng hai vòng, một số vấn đề

chưa được giải quyết triệt để trong [75] (gần đúng một vòng) sẽ được

nghiên cứu trong chương này.

Nội dung chương này được công bố trong các công trình 3, 4 và 5.

2.1 Nghiên cứu lực Casimir-like

Lực Casimir-like trong hệ BEC một thành phần bị giam giữa hai

tường cứng đặt vuông góc với trục 0z đã được nghiên cứu trong [75] với

điều kiện biên Robin. Trong luận án này, chúng tôi sử dụng điều kiện

39



biên Dirichlet được áp dụng tại vị trí của hai tường cứng, tức là

Ψ

(
−`

2

)
= Ψ

(
`

2

)
= 0. (2.1)

Hệ được khảo sát ở nhiệt độ không trong cả GCE và CE.

Về mặt toán học, các kết quả ứng với điều kiện biên Dirichlet có thể

dễ ràng suy ra từ kết quả tương ứng với điều kiện biên Robin. Để có

thể tạo ra điều kiện biên Robin, trên lý thuyết, ta phải đưa vào các

trường bề mặt ψα tại các vị trí tường cứng [75]. Về mặt thực nghiệm,

theo hiểu biết của chúng tôi, hiện chưa thể tạo ra điều kiện biên Robin

cho hàm sóng mô tả trạng thái cơ bản của hệ. Tuy nhiên, điều kiện biên

Dirichlet không khó để tạo ra bằng cách sử dụng thế quang học hoặc

quang từ [2, 23]. Đặc biệt, nhờ sự phát triển của công nghệ làm lạnh

nguyên tử trong những năm gần đây, phương pháp thế mạng quang học

(optical lattice) [25,40] giúp tạo ra tường cứng để giam giữ các phân tử

của hệ ngưng tụ BEC và tạo được điều kiện biên Dirichlet.

2.1.1 Trạng thái cơ bản

Trước tiên, chúng tôi tìm hàm sóng mô tả trạng thái cơ bản của hệ,

tức là tìm nghiệm của phương trình GP (1.62). Sử dụng các biến số

không thứ nguyên, trong DPA ta phải tìm nghiệm của phương trình

(1.79) với điều kiện biên (2.1) được viết lại như sau

φ

(
−L

2

)
= φ

(
L

2

)
= 0, (2.2)
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với L = `/ξ. Có thể dễ dàng giải phương trình (1.79) với điều kiện biên

(2.2), ta có được hàm sóng ở trạng thái cơ bản

φ(ρ) = 1− cosh(αρ) sec

(
L

α

)
. (2.3)
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Hình 2.1: Sự phụ thuộc của tham số trật tự theo tọa độ.

Đồ thị biểu diễn (2.3) được vẽ trong Hình 2.1. Kết quả cho thấy, hàm

sóng mô tả trạng thái cơ bản của hệ bị triệt tiêu tại các vị trí của tường

cứng và nó nhanh chóng đạt giá trị của mật độ khối của ngưng tụ trong

khoảng không gian giữa hai tường cứng.

2.1.2 Lực Casimir-like trong GCE

Bây giờ chúng tôi sẽ sử dụng hàm sóng (2.3) để khảo sát lực Casimir-

like của hệ BEC một thành phần trong GCE. Để làm điều này, hàm thế

chính tắc lớn của ngưng tụ được định nghĩa [36],

Ω =

∫
V

d~rψ∗
[
− ~2

2m

d2

d~r2

]
ψ + V, (2.4)
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với thế tương tác có dạng

V =

∫
V

d~r
[
−µψ2 +

g

2
ψ4
]
. (2.5)

Để thuận lợi cho các tính toán, chúng tôi đưa biểu thức về dạng không

thứ nguyên và xem xét trong DPA

Ω = 2P0S

∫ L
2

−L2

[
φ∗∂2

ρφ+ VDAP
]
dρ, (2.6)

với P0 = gn2
0/2 là áp suất. Kết hợp (1.78) và (2.6), ta thu được năng

lượng biến thiên trên một đơn vị diện tích bề mặt (hay sức căng mặt

ngoài)

γ =
Ω− Ωb

S
= 2P0ξ

∫ L
2

−L2
dρ
[
φ∗∂2

ρφ+ 2(φ− 1)2
]
. (2.7)

Thay biểu thức (2.3) vào (2.7), chúng tôi thu được

γ = 4αP0ξ tanh

(
L

α

)
. (2.8)
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Hình 2.2: Sự phụ thuộc của sức căng bề mặt vào L trong GCE.
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Hình 2.2 biểu diễn sự phụ thuộc của sức căng bề mặt vào khoảng cách

L. Chúng ta nhận thấy, tại L = 0 sức căng bề mặt bằng không và nó

tăng lên khi L tăng. Khi khoảng cách đủ lớn, sức căng bề mặt trở thành

một hằng số

lim
L→∞

γ = 4αP0ξ. (2.9)

Lực tương ứng với năng lượng bề mặt dư thừa được định nghĩa là gradient

của năng lượng bề mặt. Trong GCE có dạng

Fγ = −∂γ
∂`

= −1

ξ

∂γ

∂L
. (2.10)

Thay (2.8) vào (2.10), ta thu được lực Casimir-like

Fγ = −4P0sech

(
L

α

)2

. (2.11)
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Hình 2.3: Sự phụ thuộc của lực Casimir-like vào L trong GCE.

Hình 2.3 biểu diễn lực Casimir-like trong GCE theo L. Rõ ràng là

lực này là hút và độ lớn của nó có xu hướng bằng không khi L ở miền

lớn. Lúc này, khoảng cách giữa hai tường cứng rất lớn so với độ dài đặc
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trưng nên hiệu ứng kích thước hữu hạn trở nên mờ nhạt. Khi L→ 0 thì

lực Casimir-like có giá trị hữu hạn

lim
L→0

Fγ = −4P0. (2.12)

Về mặt vật lý, khi khoảng cách giữa các tường cứng bằng 0, các nguyên

tử của hệ BEC bị đẩy xuống bể chứa, chỉ còn lớp rất mỏng dính vào

tường cứng.

2.1.3 Lực Casimir-like trong CE

Bây giờ, chúng ta hãy khảo sát hệ trong CE. Số hạt của hệ được viết

dưới dạng

N = n0

∫ `
2

− `
2

ψ(z)2dz, (2.13)

và có giá trị không đổi. Khi hệ BEC thỏa mãn điều kiện loãng, khi đó có

thể coi tương tác giữa các phân tử là yếu, thế hóa có thể lấy gần đúng,

theo (1.46), là µ = gn0. Khi đó, hàm sóng mô tả trạng thái cơ bản vẫn

sẽ có dạng (2.3).

Năng lượng bề mặt trong CE được định nghĩa bởi P. Ao và T. S.

Chui [3],

∆E = E − µN = E −N ∂E

∂N
. (2.14)

Kết hợp phương trình (2.13) và (2.14), chúng ta thu được sức căng mặt

ngoài là [3],

σ =
∆E

S
=

1

2

∫ `
2

− `
2

dzψ

(
− ~2

2m
∇2

)
ψ. (2.15)

Số hạt bị giam giữ trong khoảng không gian giữa hai tấm trong biểu
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thức (2.13) được viết lại

N =

∫
V

ψ(z)2dz = n0ξS

∫ L
2

−L2
φ2dρ ≡ n0SI0. (2.16)

Ở dạng thứ nguyên, hàm sóng ở trạng thái cơ bản (2.3) được viết lại

φ(z) = 1− cosh(
αz

ξ
) + sinh(

αz

ξ
) tanh

(
`

αξ

)
. (2.17)

Thay (2.17) vào (2.16) ta có

I0 = `+
`

cosh(
α`

ξ
) + 1

− 3ξ

α
tanh(

`

αξ
). (2.18)

Từ các biểu thức (2.15) - (2.18), chúng ta thu được sức căng mặt ngoài

σ = σ0

S~2

[
ξ sinh

(
α`

ξ

)
− α`

]
mg`N

{
α`

[
cosh

(
α`

ξ

)
+ 2

]
− 3ξ sinh

(
α`

ξ

)} , (2.19)

trong đó σ0 = mg2N3

~2S3 .

Lực Casimir-like được định xác định theo công thức

Fσ = −∂σ
∂`
. (2.20)

Thay biểu thức (2.19) vào biểu thức (2.20), ta có

Fσ
F0

=
F1

4g2`m2N 2
[
−3αξ sinh

(
α`
ξ

)
+ 2` cosh

(
α`
ξ

)
+ 4`

]2 , (2.21)

với

F1 = S~2

{
2αξ sinh

(
α`

ξ

)[
3S~2 cosh

(
α`

ξ

)
+ 9S~2 − 4glmN

]
−4S`~2 cosh

(
α`

ξ

)}
,

và F0 = 2m2g3N4

~4S4 .
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Hình 2.4: Sự phụ thuộc của sức căng bề mặt vào L trong CE.

Kết quả tính của chúng tôi và các kết quả tương ứng trong [75] cho thấy

một điểm khác biệt nữa là lực Casimir-like trong CE (ở dạng không thứ

nguyên), ngoài phụ thuộc vào các tham số cấu hình của hệ như trong

GCE, nó còn phụ thuộc vào hằng số tương tác giữa các hạt trong hệ.

Vì vậy, để đánh giá về những đặc điểm định tính của lực Casimir-like

trong CE, thay vì tính số cho natri như trong [75], trong luận án này

ta hãy tính số cho hệ BEC một thành phần của các nguyên tử rubidi

87 [70]. Các tham số của rubidi là m = 86.909u (1u = 1.660510−27kg),

a = 100.4a0, a0 = 0.529Å là bán kính Bohr, diện tích mỗi tường cứng

S = 10−6m2, số hạt N = 6.106, mật độ khối n0 = N
S` ≈ 2.5 × 1018 m−3,

điều kiện loãng n0a
3 ≈ 3.745×10−7 � 1 và độ dài đặc trưng ξ = 4000Å.

Hình 2.4 và 2.5 biểu diễn sự phụ thuộc của sức căng bề mặt và lực

Casimir-like trong CE vào khoảng cách L. Chúng ta nhận thấy rằng,

giống như kết quả trong GCE, lực này sẽ bằng không khi khoảng cách

đủ lớn để có thể bỏ qua hiệu ứng kích thước hữu hạn. Điểm khác biệt ở

đây là lực Casimir-like trong CE là lực đẩy và tăng rất nhanh khi khoảng
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cách giữa các tường cứng giảm, nó trở nên vô cùng lớn khi khoảng cách

này tiến dần đến không. Đây là biểu hiện của tính chất không chịu nén

của chất lỏng. Kết hợp kết quả tính số cho rubidi 87 và natri 23 trong [75],

chúng ta có thể kết luận rằng, những nhận xét về lực Casimir-like trong

CE đúng cho mọi hệ ngưng tụ BEC một thành phần, mặc dù tốc độ

biến thiên độ lớn của lực Casimir-like theo khoảng cách giữa hai tường

cứng ứng với các hệ khác nhau sẽ khác nhau.
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Hình 2.5: Sự phụ thuộc của lực Casimir-like vào L trong CE.

2.2 Lực Casimir

Trong phần tiếp theo này, chúng tôi xem xét hiệu ứng Casimir trong

hệ BEC một thành phần tương tác yếu trong gần đúng HF, trong đó có

tính đến các thăng giáng lượng tử.

Lagrangian của hệ có dạng

L = ψ∗
(
−i~ ∂

∂t
− ~2

2m

∂2

∂z2

)
ψ − µψ∗ψ +

g

2
(ψ∗ψ)2, (2.22)
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với ψ là toán tử trường và giá trị trung bình của nó đóng vai trò như

tham số trật tự của mô hình.

Để tính đến các thăng giáng lượng tử, trước hết chúng tôi khai triển

toán tử trường ψ theo giá trị trung bình Ψ0 của nó và hai trường thực

Ψ1,Ψ2 ứng với các thăng giáng này [1]. Trong gần đúng HF, ta viết toán

tử trường dưới dạng [1],

ψ = Ψ0 +
1√
2

(Ψ1 + iΨ2) . (2.23)

Thay (2.23) vào (2.22), chúng tôi thu được Lagrangian tương tác trong

gần đúng hai vòng

Lint =
g√
2

Ψ0Ψ1(Ψ
2
1 + Ψ2

2) +
g

8
(Ψ2

1 + Ψ2
2)

2. (2.24)

Hàm truyền nghịch đảo tương ứng trong không gian xung lượng là

D−1(k) =

~2k2
2m1

+ 2gΨ2
1 −ω

ω ~2k2
2m1

 , (2.25)

với ~k là véctơ sóng.

Hệ thức tán sắc Bogoliubov cho ngưng tụ có thể thu được bằng cách cho

định thức của hàm truyền nghịch đảo bằng không [28], tức là

detD−1 = 0, (2.26)

do đó

E(k) =

√
~2k2

2m

(
~2k2

2m
+ 2gΨ2

0

)
. (2.27)

Trong giới hạn bước sóng dài, phương trình (2.27) có thể viết gần đúng

dưới dạng

E(k) ≈ k

√
~2

m
gΨ2

0, (2.28)
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tương ứng với bosson Goldstone do đối xứng U(1) bị phá vỡ. Những kích

thích này lan truyền theo cách tương tự như photon của trường điện từ

trong các tính toán ban đầu của Casimir [16], trong trường hợp này, vận

tốc của các hạt bằng với "vận tốc âm".

2.2.1 Nghiên cứu trong gần đúng một vòng

Tiếp theo, chúng tôi sẽ xét hệ trong gần đúng một vòng. Trong gần

đúng này, dựa vào Lagrangian tương tác (2.24), thế nhiệt động có thể

viết dưới dạng [1],

Ω =
1

2

∫
β

Tr lnD−1(k), (2.29)

ở đây chúng tôi sử dụng ký hiệu∫
β

f(k) = kBT

+∞∑
n=−∞

∫
d3k

(2π)3
f(ωn, k), (2.30)

và ωn = 2πn/β là tần số Matsubara và T là nhiệt độ, n = 0,±1,±2, . . ..

Sử dụng công thức [67],

β

n=∞∑
n=−∞

ln
[
ω2
n + E2(k)

]
= E(k) + 2β ln

[
1− e−βE(k)

]
, (2.31)

ta có thể thực hiện phép lấy tổng theo ωn. Kết quả là (2.29) có dạng

1

2

∫
β

Tr lnD−1
j (k) =

1

2

∫
d3k

(2π)3

[
Ej +

2

β
ln(1− e−βEj)

]
. (2.32)

Với chú ý rằng, chúng tôi đang nghiên cứu về năng lượng Casimir và lực

Casimir ở nhiệt độ bằng không gây ra bởi các thăng giáng lượng tử, do

đó, số hạng phụ thuộc nhiệt độ trong (2.32) có thể bỏ qua. Mật độ năng

lượng tự do trong gần đúng một vòng (2.29) có thể được viết lại

Ω =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2

2m

(
~2k2

2m
+ 2gΨ2

)
. (2.33)
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Để cho đơn giản, chúng tôi cũng sử dụng các đại lượng không thứ nguyên

như khi nghiên cứu lực Casmir-like. Khi đó, phương trình (2.33) có dạng

Ω =
gn0

2ξ3

∫
d3κ

(2π)3

√
κ2 (κ2 + 2φ2), (2.34)

trong đó chúng tôi sử dụng véctơ sóng không thứ nguyên κ = kξ.

Do sự giam giữ dọc theo trục 0z, véctơ sóng được lượng tử hóa như

sau

k2 → k2
⊥ + k2

n, (2.35)

trong đó k⊥ là thành phần véctơ sóng vuông góc với trục 0z và kn là

thành phần véctơ sóng song song với trục 0z. Sử dụng điều kiện biên

tuần hoàn ta có

kn =
2πn

`
. (2.36)

Trong thực nghiệm về BEC, điều kiện biên tuần hoàn được tạo ra theo

một số phương pháp khác nhau. Tiêu biểu là phương pháp bẫy hình

xuyến [15, 26] và phương pháp thế mạng quang học [69]. Ở dạng không

thứ nguyên công thức (2.35) trở thành

κ2 → κ2
⊥ + κ2

n, (2.37)

còn (2.36) có dạng

κn =
2πn

L
≡ n

L̄
, L̄ =

L

2π
;L =

`

ξ
. (2.38)

Do sự lượng tử hóa của véctơ sóng (2.37), tích phân theo véctơ sóng

ba chiều sẽ biến đổi như sau∫
d3κ

(2π)3
=

∞∑
n=−∞

∫
d2κ⊥
(2π)2

. (2.39)

50



Sử dụng (2.37) và (2.39) ta có thể viết lại mật độ năng lượng (2.34) như

sau

Ω =
gn0

2ξ3

∞∑
n=−∞

∫
d2κ⊥
(2π)2

√
(κ2
⊥ + κ2

n)(κ
2
⊥ + κ2

n + φ2), (2.40)

Sử dụng ký hiệu M = L̄
√
κ2
⊥ + φ2, công thức (2.40) có thể được viết

dưới dạng

Ω =
gn0

2ξ3L̄2

∞∑
n=1

∫
d2κ⊥
(2π)3

√
(L̄2κ2

⊥ + n2)(M 2 + n2), (2.41)

Tích phân theo thành phần véctơ sóng vuông góc với trục 0z trong

(2.41) bị phân kì ở vùng tử ngoại. Hiện nay có một số phương pháp khác

nhau để khử phân kỳ này như phương pháp ngắt xung lượng (cut-off),

phương pháp dùng số hạng hấp thụ (counter term). Ở đây chúng ta sử

dụng phương pháp ngắt xung lượng bằng cách đưa vào một giới hạn trên

Λ cho xung lượng. Phương trình (2.41) được viết lại như sau

Ω =
gn0

4πξ3L̄2

∫ Λ

0

κ⊥dκ⊥

∞∑
n=0

√
(L̄2κ2

⊥ + n2)(M 2 + n2). (2.42)

Để thực hiện phép lấy tổng trong (2.42), chúng tôi sử dụng công thức

Euler-Maclaurin [4],

∞∑
n=0

θnF (n)−
∫ ∞

0

F (n)dn = − 1

12
F
′
(0)+

1

720
F
′′′

(0)− 1

30240
F (5)(0)+ . . . .

(2.43)

trong đó

θn =


1/2, nếu n = 0;

1, nếu n > 0.

(2.44)
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Thực hiện phép lấy tổng, sau đó lấy giới hạn Λ → ∞, ta sẽ thu được

phần hữu hạn của (2.42). Đây chính là năng lượng Casimir

Ω = −gn0

ξ2

π2φ

1440L3
. (2.45)

Lực Casimir được định nghĩa là trái dấu đạo hàm bậc nhất của năng

lượng Casimir theo khoảng cách giữa các tường cứng

FC = −∂Ω

∂`
. (2.46)

a. Nghiên cứu trong GCE

Trong GCE, vì mật độ khối của ngưng tụ là không đổi nên độ dài đặc

trưng ξ là hằng số. Định nghĩa (2.46) được viết lại như sau

FC = −1

ξ

∂Ω

∂`
. (2.47)

Từ (2.45) và (2.47) chúng ta thu được biểu thức của lực Casimir trong

GCE

FC = −gn0

ξ2

π2φ

480L4
. (2.48)

Trên Hình 2.6 là đồ thị biểu diễn sự thay đổi của lực Casimir theo khoảng

cách L giữa hai tường. Dựa vào phương trình (2.48) và Hình 2.6, chúng

tôi đưa ra một số nhận xét:

- Lực Casimir luôn luôn là lực hút, do đó nó tăng độ lớn của lực

Casimir toàn phần tác dụng lên các tấm;

- Có sự phân kỳ tại L = 0, đây là đặc điểm điển hình của sự biến

dạng năng lượng chân không;
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Hình 2.6: Sự phụ thuộc của lực Casimir vào L trong GCE.

- Độ lớn của lực Casimir giảm mạnh khi tăng khoảng cách, tuân theo

quy luật L−4. Điều này có nghĩa là lực Casimir chỉ đáng chú ý khi ở

khoảng cách nhỏ.

Các kết quả này phù hợp với kết quả thu được trong [66] khi xét cho

miền giới hạn của khoảng cách giữa hai tường cứng.

Bây giờ, chúng tôi đi xem xét lực Casimir toàn phần tác dụng lên các

tấm trong GCE. Trước hết ta nhận thấy rằng, lực Casimir-like chính là

thành phần trường trung bình, tức là thành phần ngưng tụ Ψ0 trong

khai triển (2.23) và được tính dựa trên lý thuyết GP. Lực Casimir gây ra

bởi các thăng giáng lượng tử khỏi trạng thái cơ bản của hệ, tức là tương

ứng với các trường thăng giáng Ψ1,Ψ1 trong khai triển (2.23) [13]. Như

vậy hai lực này là độc lập với nhau nên có thể tổng hợp chúng để tính

lực toàn phần.

Để so sánh với lực Casimir-like, phương trình (2.48) nên được viết lại
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dưới dạng phụ thuộc vào áp suất

FC = −P0
4mg

~2

[
π2φ

480L4

]
, (2.49)

với vs =
√
µ/m là vận tốc âm, lực Casimir trong (2.48) thu được trong

giới hạn này là

FC ≈ −
~vs
L4

. (2.50)

Lực Casimir toàn phần tác động lên các tấm trong GCE có dạng

Ftotal = Fγ + FC . (2.51)

Vẫn xét với rubidium 87 [70], chúng tôi thu được sự phụ thuộc vào

khoảng cách L của lực Casimir toàn phần.
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Hình 2.7: Sự phụ thuộc của lực Casimir toàn phần vào L trong GCE.

Sự phụ thuộc vào L của lực Casimir toàn phần được vẽ trong Hình

2.7. Trong vùng L nhỏ, khai triển chuỗi lũy thừa theo khoảng cách, lực

Casimir toàn phần có dạng

Ftotal ≈ −
gmπ2

120~2L4
+
(
2− 2α2

)
. (2.52)
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Biểu thức (2.52) cho thấy rằng trong vùng nhỏ L, lực Casimir là chiếm

ưu thế.

Như vậy, về mặt toán học, lực Casimir và lực Casimir-like tìm được ở

đây ứng với điều kiện biên Dirichlet tương tự như kết quả đã tìm được

trong [75] khi độ dài suy rộng λW (extrapolation length) của các tường

triệt tiêu.

b. Nghiên cứu trong CE

Khi nghiên cứu trong CE, mật độ khối của ngưng tụ n0 phụ thuộc

vào khoảng cách giữa các tường cứng, do đó độ dài đặc trưng cũng phụ

thuộc vào `. Từ biểu thức (2.16), năng lượng Casimir trong (2.45) được

viết lại dưới dạng có thứ nguyên

Ω = − π2φ~2

1440αmξI0`2
. (2.53)

Thay biểu thức (2.53) vào phương trình (2.46), chúng tôi có được

FC
F0

=
M

1440αm3g3N 4`3
[
2` cosh

(
α`
ξ

)
+ 4`− 3αξ sinh

(
α`
ξ

)]2 , (2.54)

ở đây

M =π2S3φ~4 cosh

(
`

αξ

)[
sinh

(
`

αξ

)(
9S~2 + 4gmN`

)
+ 9S~2 sinh

(
3`

αξ

)
− 29αmgNξ cosh

(
`

αξ

)
− 7αmgN cosh

(
3`

αξ

)]
.

Hình 2.8 là đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc của lực Casimir vào khoảng

cách L trong CE với các tham số đã chọn. Ở đây khoảng cách giữa hai

tường cứng được đo theo đơn vị ξ0 = 4000Å. Kết quả cho thấy, về cơ
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Hình 2.8: Sự phụ thuộc của lực Casimir vào L trong CE.

bản, lực Casimir trong CE và GCE chỉ khác nhau ở độ lớn và tốc độ suy

giảm khi khoảng cách giữa các tường cứng tăng lên.

Với lực Casimir toàn phần tác dụng lên các tường trong CE, theo

định nghĩa ta có

Ftotal = Fσ + FC . (2.55)
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Hình 2.9: Sự phụ thuộc của lực Casimir toàn phần vào L trong CE.

Bây giờ chúng ta sẽ giải quyết một số vấn đề còn bỏ ngỏ trong công
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trình [75]. Trước tiên, giống như đối với lực Casimir-like, ở đây các tính

số được thực hiện cho hệ BEC một thành phần của rubidi 87, thay cho

hệ natri 23. Sự phụ thuộc vào khoảng cách giữa hai tường cứng của lực

Casimir toàn phần được vẽ trên Hình 2.9. Kết quả cho thấy, lực Casimir

toàn phần là lực đẩy ở vùng khoảng cách lớn (đường cong màu đỏ) và

là lực hút ở vùng khoảng cách nhỏ (đường màu xanh). Đối với hệ ngưng

tụ rubidi 87, lực tổng hợp đổi chiều tại điểm M với L = 1.0327. Điểm

này trùng khớp chính xác với điểm tại đó tổng năng lượng E = σ + Ω

là cực đại như trên Hình 2.10.
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Hình 2.10: Sự phụ thuộc của tổng năng lượng vào L trong CE.

Bằng cách này, ta có thể khai triển lực như một chuỗi theo vùng khoảng

nhỏ. Dẫn đến phương trình (2.21) có dạng

Fσ ≈
5S3~6

2m3g3N 3`3
, (2.56)

và biểu thức (2.54) được viết lại

F
(CE)
C ≈ − 11π2S5φ~8

192α4m4g4N 5`7
ξ. (2.57)
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Do ξ ∼ `1/2, trong biểu thức (2.57) cho thấy lực Casimir trong CE tỉ lệ

với `−13/2, trong khi (2.49) cho thấy lực Casimir trong GCE tỉ lệ với `−4.

Như vậy, thay cho quy luật suy giảm theo lũy thừa nguyên của khoảng

cách giữa hai tường cứng trong GCE, trong CE lực Casimir suy giảm

theo lũy thừa bán nguyên của khoảng cách giữa hai tường cứng. Đây là

một kết quả chưa được khảo sát trong [75].

Tại vị trí mà lực tổng hợp triệt tiêu, lực Casimir-like và lực Casimir

có cùng độ lớn nhưng ngược chiều nhau. Từ đây ta tìm được giá trị của

khoảng cách giữa hai tường mà lực Casimir toàn phần triệt tiêu là

`0 ≈
1

4

(
121π4~6S5

450m3g3N 3

)1/7

. (2.58)

Như đã nhận xét ở trên, khi nghiên cứu trong CE, lực Casimir-like và

lực Casimir không chỉ phụ thuộc vào khoảng cách giữa hai tường cứng

mà còn phụ thuộc vào từng hệ cụ thể: số hạt trong hệ, khối lượng nguyên

tử ngưng tụ và cường độ tương tác giữa các nguyên tử. Kết quả (2.58)

cho thấy, với các hệ nguyên tử khác nhau luôn tồn tại một giá trị của

khoảng cách giữa hai tường cứng mà ở đó lực Casimir toàn phần bị triệt

tiêu.

2.2.2 Nghiên cứu trong gần đúng hai vòng

Sử dụng phương pháp tác dụng hiệu dụng CJT, chúng tôi đi nghiên

cứu lực Casimir trong gần đúng hai vòng. Ở nhiệt độ hữu hạn, trong
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gần đúng HF, thế hiệu dụng CJT có dạng [21],

V CJT
β (ψ0, D) =− µψ2

0 +
g

2
ψ4

0 +
1

2

∫
β

Tr
[
lnD−1(k) +D−1

0 (k, ψ0)D(k)− 11
]

+
3g

8
P 2

11 +
3g

8
P 2

22 +
g

4
P11P22, (2.59)

trong đó chú ý đến (2.30), và

P11 =

∫
β

D11(k), P22 =

∫
β

D22(k),

được gọi là các tích phân mômen xung lượng. Trong biểu thức (2.59),

D(k) là hàm truyền trong gần đúng HF, các phần tử của nó thu được

bằng cách cực tiểu hóa thế hiệu dụng (2.59) theo chính các phần tử của

hàm truyền và kết quả là

D−1(k) = D−1
0 (k) + Σ, (2.60)

trong đó

Σ =

Σ1 0

0 Σ2

 , (2.61)

với

Σ1 =
3g

2
P11 +

g

2
P22, (2.62)

Σ2 =
g

2
P11 +

3g

2
P22. (2.63)

Phương trình khe thu được bằng cách cực tiểu hóa thế hiệu dụng (2.59)

theo tham số trật tự, chúng tôi thu được

−µ+ gψ2
0 + Σ1 = 0. (2.64)
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Tương tự, phương trình SD có dạng

M = −µ+ 3gψ2
0 + Σ2. (2.65)

Kết hợp phương trình (2.64),(2.65) và (2.60), chúng tôi thu được hàm

truyền nghịch đảo trong gần đúng HF

D−1(k) =

~2k2
2m − µ+ 3gψ2

0 + Σ1 −ωn

ωn
~2k2
2m − µ+ gψ2

0 + Σ2

 , (2.66)

và kết hợp với (2.26) ta thu được hệ thức tán sắc

E =

√(
~2k2

2m
− µ+ 3gψ2

0 + Σ1

)(
~2k2

2m
− µ+ gψ2

0 + Σ2

)
. (2.67)

Trong giới hạn sóng dài, công thức (2.67) không thể đưa được về dạng

(2.28), tức là boson Goldstone xuất hiện trong gần đúng cây đã biến

mất. Như thế, định lý Goldstone bị vi phạm. Để khôi phục lại định lý

Goldstone [31], chúng tôi áp dụng phương pháp được đề xuất bởi Y. B.

Ivanov và cộng sự [38]. Theo đó chúng tôi thêm vào thế hiệu dụng số

hạng

∆V =
xg

2
[2PabPba − PaaPbb] , (2.68)

trong đó

Pab =

∫
Dab, (a, b = 1, 2). (2.69)

Để cho định lý Goldstone được nghiệm đúng thì ta phải có D−1
22 =

~2k2/2m, tức là x = −1/2. Thay vào (2.68) ta được

∆V = −g
4

[
P 2

11 + P 2
22 − 2P11P22

]
, (2.70)
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Thay (2.70) vào (2.59), chúng tôi thu được thế hiệu dụng

Ṽ CJT
β (ψ0, D) =− µψ2

0 +
g

2
ψ4

0 +
1

2

∫
β

Tr
[
lnD−1(k) +D−1

0 (k, ψ0)D(k)− 11
]

+
g

8
P 2

11 +
g

8
P 2

22 +
3g

4
P11P22. (2.71)

Cực tiểu hóa của thế hiệu dụng (2.71) theo các yếu tố của hàm truyền

và tham số trật tự, chúng tôi thu được phương trình SD

M = −µ+ 3gψ2
0 + Σ1, (2.72)

và phương trình khe

−µ+ gψ2
0 + Σ2 = 0, (2.73)

với

Σ1 =
g

2
P11 +

3g

2
P22,

Σ2 =
3g

2
P11 +

g

2
P22. (2.74)

Tương tự như trong gần đúng HF, sử dụng các công thức (2.71), (2.72)

và (2.73), ta thu được hàm truyền nghịch đảo

D−1(k) =

~2k2
2m +M −ωn

ωn
~2k2
2m

 , (2.75)

Kết hợp (2.75) với điều kiện (2.26), chúng ta thu được hệ thức tán sắc

E =

√
~2k2

2m

(
~2k2

2m
+M

)
, (2.76)

với M là khối lượng hiệu dụng. Như vậy, bằng cách thêm số hạng (2.70)

vào thế hiệu dụng trong gần đúng HF, chúng tôi thu được thế hiệu dụng

CJT mới (2.71) và boson Goldstone được phục hồi. Đây là lý do chúng

tôi gọi nó là gần đúng IHF.
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Sử dụng quy tắc lấy tổng [67],

+∞∑
n=−∞

1

ω2
n + E2(k)

=
β

2E(k)

[
1 +

2

eβE(k) − 1

]
, (2.77)

chúng tôi thu được các tích phân mômen xung lượng ở nhiệt độ 0 có

dạng

P11 =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2/2m

~2k2/2m+M
,

P22 =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2/2m+M

~2k2/2m
. (2.78)

Do sự rút ngắn không gian dọc theo trục 0z, véctơ sóng bị lượng tử hóa

như ở (2.35)-(2.38). Lúc này các tích phân mômen xung lượng (2.78),

sau khi chuyển về các đại lượng không thứ nguyên, có dạng

P11 =
1

2ξ3

+∞∑
n=−∞

∫
d2κ⊥
(2π)2

√
κ2
⊥ + k2

n

κ2
⊥ + κ2

n +M
,

P22 =
1

2ξ3

+∞∑
n=−∞

∫
d2κ⊥
(2π)2

√
κ2
⊥ + κ2

n +M
κ2
⊥ + κ2

n

, (2.79)

với M =
M

gn0
. Sử dụng công thức Euler-Maclaurin (2.43) thì (2.79) sẽ

cho

P11 = 0,

P22 =
gn0mM1/2

12~2`
.

(2.80)

Kết hợp các phương trình (2.72), (2.73), (2.74), (2.45) và (2.46), chúng

tôi thu được phương trình SD và phương trình khe ở dạng không thứ

nguyên

M = −1 + 3φ2 +
3g

2

mM1/2

12~2`
,

−1 + φ2 +
g

2

mM1/2

12~2`
= 0.

(2.81)
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Dễ dàng để giải hệ phương trình (2.81), chúng tôi thu được kết quả

M = 2, (2.82)

φ =

√
1 +

mgM1/2

24~2`
. (2.83)

Mặc dù khối lượng hiệu dụng thu được trong gần đúng IHF có cùng giá

trị như trong gần đúng một vòng nhưng ở đây có sự khác biệt đối với

tham số trật tự. Trong gần đúng một vòng, tham số trật tự bằng hằng

số và đồng nhất. Trong biểu thức (2.83) cho thấy rằng, trong gần đúng

IHF tham số trật tự phụ thuộc mạnh vào khoảng cách giữa các tường

cứng, đặc biệt ở miền L nhỏ và nó bị phân kì khi khoảng cách này tiến

tới không.

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

5

L

ϕ

Hình 2.11: Sự phụ thuộc của tham số trật tự vào L trong gần đúng hai vòng.

Hình 2.11 là đồ thị biểu diễn tham số trật tự như một hàm của khoảng

cách đối với ngưng tụ của rubidium 87. Khi khoảng cách L tăng thì tham

số trật tự giảm nhanh và có xu hướng không đổi tiến đến giá trị của nó
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trong gần đúng một vòng ở miền L lớn

φ =

√
1 +

√
2π3/2(n0a3)1/2M1/2

3L
. (2.84)

Đối với hệ BEC loãng n0a
3 � 1, khai triển gần đúng (2.84), chúng tôi

có được

φ = φ1 +
π3/2(n0a

3)1/2

3L
, (2.85)

trong đó φ1 = 1 là tham số trật tự trong gần đúng một vòng.

Từ biểu thức (2.82) chúng tôi thấy rằng khối lượng hiệu dụng là một

hằng số và nó không phụ thuộc vào khoảng cách giữa hai tấm song song

nên không ảnh hưởng đến lực Casimir. Vì vậy biểu thức lực Casimir

tương tự với trong gần đúng một vòng.
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Tổng kết chương 2

Trong Chương 2, chúng tôi đã nghiên cứu tính chất của hệ BEC một

thành phần bị giới hạn bởi hai tường cứng trong cả CE và GCE. Các

kết quả chính thu được, ngoài những kết quả giống như đã trình bày

trong [75], có thể liệt kê như sau:

1. Khi xét ở dạng không thứ nguyên, khác với các kết quả trong GCE,

lực Casimir-like và lực Casimir trong CE, ngoài phụ thuộc vào khoảng

cách giữa các tường cứng còn phụ thuộc vào bản chất của hệ bị giam

cầm. Với hệ BEC một thành phần, các lực này phụ thuộc vào khối lượng

và cường độ tương tác giữa các phân tử trong hệ. Tuy nhiên, quy luật

biến thiên của các đại lượng này theo khoảng cách là như nhau với các

hệ BEC có bản chất hóa học khác nhau.

2. Trong CE, lực Casimir suy giảm theo quy luật lũy thừa bán nguyên

của khoảng cách giữa hai tường cứng khi khoảng cách này tăng lên.

3. Trong CE, luôn tồn tại một giá trị của khoảng cách giữa hai tường

cứng mà ở đó lực Casimir toàn phần bị triệt tiêu. Giá trị này của khoảng

cách ` được tính theo công thức (2.58).

4. Khi tính trong gần đúng hai vòng trong lý thuyết CJT, tham số

trật tự phụ thuộc mạnh vào khoảng cách giữa các tường cứng. Đây là

kết quả nổi bật của gần đúng hai vòng so với kết quả tương ứng trong

gần đúng một vòng.
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Chương 3

Hiệu ứng Casimir trong ngưng tụ

Bose-Einstein hai thành phần

Như đã trình bày ở Chương 1, đối với hệ BEC hai thành phần thì

ngoài tương tác giữa các hạt trong cùng một thành phần còn có tương

tác giữa các hạt ở hai thành phần khác nhau, với cường độ tương tác

được xác định bởi hằng số tương tác g12. Do tương tác này mà hệ BEC

hai thành phần có thể ở trạng thái trộn lẫn hoặc không trộn lẫn. Khi

ở trạng thái không trộn lẫn, tương tác giữa các hạt ở hai thành phần

khác nhau tạo nên nhiều thay đổi trong các tính chất của hệ, đặc biệt

là trạng thái phân tách mạnh. Nghiên cứu về hiệu ứng Casimir trong hệ

BEC hai thành phần hi vọng sẽ mang lại nhiều kết quả thú vị.

Nội dung cơ bản của chương này được công bố trong các công trình

1 và 2.
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3.1 Nghiên cứu lực Casimir-like

Xét hệ BEC hai thành phần ở trạng thái cân bằng, bị giới hạn bởi

hai tường cứng đặt song song với nhau và cùng vuông góc với trục 0z và

cách nhau một khoảng ` nào đó. Để thuận tiện khi tính toán, chúng tôi

giả thiết các tường cứng được đặt tại z = 0 và z = `. Theo các phương

x và y hệ có tính chất đối xứng tịnh tiến. Đối với hệ này, R. Lipowsky

và các cộng sự [43] đã chứng minh được rằng, để mặt phân cách vuông

góc với trục 0z thì các phương 0x, 0y không thể vô hạn. Thực chất, các

thành phần của BEC hai thành phần được giam trong một hình chữ

nhật với kích thước theo các phương 0x, 0y, 0z lần lượt là `x, `y, `z = `

thỏa mãn `x, `y � `.

3.1.1 Trạng thái cơ bản

Đối với hệ BEC hai thành phần, hệ phương trình GP có dạng (1.69),

hệ phương trình này thu được từ việc áp dụng nguyên lý tác dụng tối

thiểu Lagrangian cho mỗi thành phần (1.64) và thế tương tác GP của

hệ cho bởi (1.70).

Khi các thành phần ngưng tụ được phân bố dọc theo phương 0z và

có tính chất đối xứng tịnh tiến theo các phương 0x, 0y thì (1.69) được

viết lại như sau

− ~2

2m1

∂2Ψ1

∂z2
− µ1Ψ1 + g11|Ψ1|2Ψ1 + g12|Ψ2|2Ψ1 = 0,

− ~2

2m2

∂2Ψ2

∂z2
− µ2Ψ2 + g22|Ψ2|2Ψ2 + g12|Ψ1|2Ψ2 = 0.

(3.1)

Bây giờ chúng tôi đưa các phương trình trên về dạng không thứ nguyên
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bằng cách giới thiệu một số đại lượng không thứ nguyên sau:

- Mỗi thành phần có độ dài đăc trưng riêng

ξj =
~√

2mjgjjnj0
, j = 1, 2.

- Thời gian đặc trưng của thành phần thứ j: tj = ~µj.

- Hằng số tương tác

K =
g12√
g11g22

. (3.2)

Trên cơ sở đó chúng tôi đưa vào tọa độ không thứ nguyên ρj = z/ξj,

thời gian không thứ nguyên τ = t/tj và φj =
Ψj√
nj0

là hàm sóng rút gọn

của thành phần thứ j.

Với chú ý rằng, hệ đang xét ở trạng thái cân bằng pha, tức là áp suất

của hai thành phần phải bằng nhau P1 = P2 với Pj =
gjjn

2
j0

2 . Đồng thời

chúng tôi cũng đang xét hệ trong GCE nghĩa là các thành phần ngưng

tụ được nối với một bể hạt để chúng có thể trao đổi hạt với nhau, khi đó

thế hóa của các thành phần ngưng tụ có giá trị không đổi µj = gjjnj0.

Từ các nhận xét trên, hệ (3.1) được đưa về dạng không thứ nguyên

như sau

−∂2
ρ1
φ1 − φ1 + |φ1|2φ1 +K|φ2|2φ1 = 0,

−∂2
ρ2
φ2 − φ2 + |φ2|2φ2 +K|φ1|2φ2 = 0.

(3.3)

Thế năng tương tác (1.70) được viết lại thành

VGP
gn2

j0

=
∑
j=1,2

(
−|φj|2 +

|φj|4

2

)
+K|φ1|2|φ2|2. (3.4)

Tùy thuộc vào giá trị của K mà có thể xảy ra hai khả năng khác nhau:

nếu K > 1 thì hai thành phần không thể trộn lẫn vào nhau và ngược

lại.
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Để tìm lời giải tường minh cho (3.3), chúng tôi sử dụng phương pháp

gần đúng DPA trong không gian bị giới hạn. Hàm sóng φj(j = 1, 2) tại

ρ = L/2 được định nghĩa là trường mặt phân cách (interfacial fields),

nó bao gồm trường của thành phần 1 và trường của thành phần 2 tại

đó, đương nhiên là có giá trị khác 0. Khi K → ∞, mặt phân cách sẽ

di chuyển trên trục 0z, vị trí của nó là điểm mà tại đó hai thành phần

không chồng lấn lên nhau. P. Ao và cộng sự [3] cũng đã tìm ra cấu hình

ngưng tụ dựa trên giả thiết rằng, sâu trong vùng của thành phần 1(2)

thì φ2 → 0(φ1 → 0), nghĩa là trong DPA ta có thể viết

|φj| = 1 + εj, |φj′| = δj′,


ρ ≥ `/2, (j, j

′
) = (1, 2),

ρ ≤ `/2, (j, j
′
) = (2, 1),

(3.5)

với εj, δj là những đại lượng không thứ nguyên và rất nhỏ so với 1.

Thay (3.5) vào (3.4) và giữ đến số hạng bậc hai của εj và δj′, ta thu

được thế DPA tương ứng với mỗi nửa không gian giới hạn bởi mặt phân

cách [36,74],

VDPA(φ1, φ2) = α2 (|φj| − 1)2 + β2|φj′|2 −
1

2
,


ρ ≥ `/2, (j, j

′
) = (1, 2),

ρ ≤ `/2, (j, j
′
) = (2, 1),

(3.6)

trong đó α =
√

2, β =
√
K − 1. Để đơn giản, chúng tôi đặt ξ = ξ2

ξ1
.

Từ (3.6),tương tự như [36, 74], ta thu được phương trình Euler-

Lagrange

−d
2φ1

dρ2
+ α2(φ1 − 1) = 0,

−ξ2d
2φ2

dρ2
+ β2φ2 = 0, (3.7)
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ở phía bên phải và

−d
2φ1

dρ2
+ β2φ1 = 0,

−ξ2d
2φ2

dρ2
+ α2(φ2 − 1) = 0, (3.8)

ở phía bên trái.

Để tìm nghiệm của phương trình (3.7) và (3.8) ta cần xác định điều

kiện biên. Đối với các tường cứng thì điều kiện biên Dirichlet là phù hợp

φj(ρ = 0) = φj(ρ = L) = 0, với j = (1, 2). (3.9)

Với điều kiện biên (3.9) hàm sóng ở trạng thái cơ bản của hai thành

phần thỏa mãn (3.7) có dạng

φ1 = e−αρ
(
eαρ − eαL

) (
A1(e

αL + eαρ) + 1
)
, (3.10a)

φ2 = −2B1e
Lβ
ξ sinh

(
β(L− ρ)

ξ

)
, (3.10b)

ở bên phải mặt phân cách và thỏa mãn (3.8) là

φ1 = A2

(
eβρ − e−βρ

)
, (3.11a)

φ2 = B2

(
e
αρ
ξ − e

−αρ
ξ

)
+ 1− e

−αρ
ξ , (3.11b)

ở bên trái mặt phân cách.

Trong (3.10) và (3.11) thì Aj, Bj là các hằng số tích phân và chúng

được xác định bằng cách sử dụng điều kiện liên tục của hàm sóng cũng

như đạo hàm bậc nhất của nó tại mặt phân cách. Theo các tính toán

trong [74], trong trường hợp không đối xứng mặt phân cách có thể lệch

khỏi vị trí giữa hai tường cứng. Tuy nhiên độ lệch này không nhiều.

Trong các tính toán ở đây, chúng tôi coi như vị trí mặt phân cách giữa
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hai thành phần nằm tại ρ = L/2. Điều kiện liên tục của hàm sóng và

đạo hàm bậc nhất của nó có dạng

φj(ρ = L/2+) = φj(ρ = L/2−),

∂φj
∂ρ
|L/2+=

∂φj
∂ρ
|L/2−. (3.12)

Thay (3.10) và (3.11) lần lượt vào điều kiện (3.12), chúng tôi thu được

A1 =
(α− β)eαL + βe

L
α + βe(α+2β)L2 − (α + β)e(α+β)L

(α− β)e(α+β)L + (β − α)e2αL − (α + β)eαL + (α + β)e(2α+β)L
,

A2 =
α sinh

(
αL
4

)2

β sinh
(
L
α

)
cosh

(
βL
2

)
+ α cosh

(
L
α

)
sinh

(
βL
2

) ,
B1 =

αe
−βL
ξ

(
e
L
αξ − 1

)2

2
[
β cosh

(
βL
2ξ

)(
e
αL
ξ − 1

)
+ α sinh(βL2ξ )

(
e
αL
ξ + 1

)] ,
B2 =

β cosh(βL2ξ )
(
e
L
αξ − 1

)
+ α sinh(βL2ξ )

β cosh
(
βL
2ξ

)(
e
αL
ξ − 1

)
+ α sinh

(
βL
2ξ

)(
e
αL
ξ + 1

) . (3.13)

Để minh họa cho kết quả trên, trên Hình 3.1 chúng tôi vẽ đồ thị hàm

sóng của hệ ứng với K = 3 và ξ = 1. Rõ ràng là khi hệ có tính đối xứng

ξ1 = ξ2 thì mặt phân cách giữa hai thành phần nằm ở giữa hai tường

cứng.

Đối với trường hợp phân tách mạnh, tức là K →∞ thì (3.10), (3.11) và

(3.13) có dạng:

φ1 =


1− cosh

(
3αL

4 − αρ
)
sech

(
αL
4

)
, nếu ρ > L/2;

0, nếu ρ < L/2.

(3.14)
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Hình 3.1: Hàm sóng ở trạng thái cơ bản ứng với K = 3 và ξ = 1.

φ2 =


0, nếu ρ > L/2;

1− cosh
(
α(L−4ρ)

4ξ

)
sech

(
αL
4ξ

)
, nếu ρ < L/2.

(3.15)

A1 = − 1

eαL + e
L
α

, A2 = 0, B1 = 0, B2 = − 1

e
L
αξ

. (3.16)

ϕ1ϕ2

K→∞, ξ=1
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Hình 3.2: Hàm sóng ở trạng thái cơ bản ứng với K →∞ và ξ = 1.
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Đồ thị biểu diễn trường hợp này ứng với ξ = 1 được vẽ trên Hình 3.2.

Trong trường hợp này, các thành phần sẽ phân tách nhau hoàn toàn.

3.1.2 Lực Casimir-like

Tiếp theo chúng tôi nghiên cứu lực Casimir-like của hệ BEC hai thành

phần. Để tìm được lực này chúng tôi xem xét sức căng bề mặt trong GCE

được định nghĩa bởi J. O. Indekeu và B. Van Schaeybroeck [36,64]. Đối

với hệ bị giới hạn bởi hai tường cứng đặt tại ρ = 0, ρ = L, trạng thái

cơ bản là nghiệm của hệ phương trình GP được đưa ra với hệ BEC hai

thành phần không trộn lẫn. Hơn nữa, hệ như vậy chỉ tồn tại trong hình

hộp [`x, `x] × [`y, `y] × [0, `] với ` � `x, `y và `x, `y lớn nhưng hữu hạn.

Chúng tôi giả thiết rằng khoảng cách giữa hai bức tường đủ lớn so với

chiều dài đặc trưng ξ. Trong GCE, hệ được xem như được kết nối với

bể hạt chứa mỗi thành phần.

Trong GCE, năng lượng bề mặt được định nghĩa là phần năng lượng

khi tạo thành mặt phân cách giữa hai thành phần so với năng lượng khối

của của hệ [36], tức là

Ω0 = 2SPξ1

∫ `

0

dz
[
(∂zφ1)

2 + ξ2(∂zφ2)
2 + PV

]
. (3.17)

Sử dụng các đại lượng không thứ nguyên ở trên, ta có thể đưa (3.17) về

dạng sau

Ω0 = 2SPξ1

∫ L

0

dρ
[
φ∗1∂

2
ρφ1 + ξ2φ∗2∂

2
ρφ2 + VGP (φ1, φ2)

]
, (3.18)

từ đó, ta có năng lượng bề mặt phân cách

∆Ω = Ω0 − PV.
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Để tính năng lượng bề mặt phân cách, trước hết, chúng tôi lưu ý hai

điểm khác biệt của hệ đặt ra trong luận án này so với hệ được khảo sát

trong [36]. Cụ thể như sau:

- Hệ chúng tôi khảo sát có kích thước hữu hạn theo cả ba chiều trong

không gian, đặc biệt là dọc theo phương trục 0z. Tức là hệ được khảo

sát ở đây tương tự như hệ đã khảo sát trong [74];

- Trong trường hợp tổng quát, hệ phương trình GP, như đã nói ở trên,

không có lời giải giải tích. Để có thể đánh giá lực Casimir-like ở các miền

khác nhau của hằng số tương tác K, các tác giả của các công trình [64]

và [74] đã sử dụng "hằng số chuyển động" để đưa số hạng động năng từ

đạo hàm bậc hai về đạo hàm bậc nhất của hàm sóng. Trong khuôn khổ

của luận án này, sử dụng DPA chúng tôi tìm được biểu thức giải tích

của hàm sóng nên có thể tính trực tiếp sức căng mặt phân cách từ biểu

thức định nghĩa của nó;

- Do hàm sóng trong DPA được xác định cho hai miền khác nhau

của mặt phân cách nên để tính năng lượng bề mặt, trước tiên chúng tôi

cũng tính cho từng phía của mặt phân cách rồi thực hiện phép lấy tổng

để thu được kết quả cho toàn hệ.

- Trong vùng L/2 ≤ ρ ≤ L,

∆Ω1 = 2SPξ1

∫ L

L/2

[
−φ1∂

2
ρφ1 − ξ2φ2∂

2
ρφ2 + 2(φ1 − 1)2 + β2φ2

2

]
dρ.

(3.19)

- Trong vùng 0 ≤ ρ ≤ L/2,

∆Ω2 = 2SPξ1

∫ L/2

0

[
−φ1∂

2
ρφ1 − ξ2φ2∂

2
ρφ2 + 2(φ2 − 1)2 + β2φ2

1

]
dρ.

(3.20)
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Thay các biểu thức (3.10), (3.11) với các hệ số trong (3.13), chúng tôi

thu được

∆Ω = ∆Ω1 + ∆Ω2.

Sức căng mặt phân cách được định nghĩa là năng lượng dư thừa trên

một đơn vị diện tích bề mặt

γ12 =
∆Ω

S
. (3.21)

Thay (3.19), (3.20) vào (3.21), chúng tôi thu được biểu thức của sức căng

mặt phân cách

γ12 =2Pξ1α
{[
e
L
α − 1

] [
1 + A1

(
eLα − e

L
α

)]
+ξ

[
1− e−

L
αξ − 4B2 sinh

(
Lα

4ξ

)2
]}

. (3.22)

Để minh họa cho các tính toán trên, chúng tôi khảo sát sự biến thiên

của γ12
Pξ1

theo 1/K tại L = 10 với các giá trị khác nhau của ξ.
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Hình 3.3: Sự biến thiên sức căng mặt phân cách theo 1/K tại L = 10 khi ξ = 0.5

(đường màu đen), ξ = 1 (đường màu đỏ) và ξ = 3 (đường màu xanh).

75



Kết quả biểu diễn từ Hình 3.3 cho thấy, với mỗi giá trị cố định của

ξ, sức căng bề mặt giảm dần khi cường độ tương tác giữa hai thành

phần giảm. Điều này có thể hiểu được về mặt vật lý là khi đó diện tích

mặt phân cách giảm, tuy nhiên độ dày của mặt phân cách tăng lên. Đến

trạng thái demixing thì sức căng bề mặt đạt giá trị nhỏ nhất, lúc này

đóng góp của thành phần thứ hai chiếm ưu thế. Tại K = 1, ξ = 1 và

khoảng cách giữa hai tường cứng đủ lớn, gần đúng ta có

γ12

Pξ1
≈ 4
√

2 +
4

L
− 2
√

2

L2
+

2

L3
+O

(
1

L4

)
. (3.23)

Kết quả này được giải thích là hiệu ứng Casimir-like [74] và đây là điểm

khác biệt rất lớn giữa hệ hữu hạn và hệ vô hạn. Trong giới hạn phân

tách mạnh K → ∞ (tức là 1/K → 0), sức căng bề mặt đạt giá trị lớn

nhất do lúc này diện tích mặt phân cách lớn nhất. Kết quả này giống

như kết quả tương ứng của hệ vô hạn, ở đó [36],

γ
(DPA)
12 = 2

√
2P (ξ1 + ξ2), (3.24)

trong DPA và trong lý thuyết của GP thì [64],

γ
(GP )
12 =

4
√

2

3
P (ξ1 + ξ2). (3.25)

Sự phụ thuộc của sức căng mặt phân cách vào khoảng cách giữa hai

tường cứng được vẽ trên Hình 3.4 tại ξ = 1 và Hình 3.5 ứng với ξ = 3.

Kết quả cho thấy sự tương tự giữa sức căng mặt phân cách của BEC hai

thành phần và sức căng bề mặt của BEC một thành phần: khi khoảng

cách giữa hai tường cứng giảm thì sức căng mặt phân cách giảm nhanh

về không do hệ được kết nối với bể hạt; khi khoảng cách giữa các tường

cứng đủ lớn thì sức căng này đạt giá trị không đổi. Điểm khác biệt ở đây
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là vai trò của tham số ξ = ξ2/ξ1. Khi tham số này tăng lên thì biên độ

bão hòa của sức căng mặt phân cách tăng lên. Một cách hình thức, kết

quả này có thể giải thích được dựa trên các công thức (3.24) và (3.25).

ξ 1

0 5 10 15 20 25 30
0

2
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10

L

γ
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2
/P
ξ 1

Hình 3.4: Sự biến thiên của sức căng mặt phân cách theo L tại ξ = 1. Đường nét liền,

nét gạch và nét chấm lần lượt ứng với K = 1.1, K = 2 và K = 3.

Để kết thúc mục này, chúng tôi tính lực Casimir-like. Với hệ BEC hai

thành phần, định nghĩa (2.10) được viết lại như sau

Fγ12 = −∂γ12

∂`
. (3.26)

Thay (3.22) vào (3.26) ta thu được

Fγ12 = −α2e−
L
αξ

[
1 +B2 −B2e

αL
ξ + e

L(1+ξ)
αξ

(
1 + A1 − 4A1e

L
α + 3A1e

αL
)]
.

(3.27)

Sử dụng (3.27) và các công thức liên quan (3.13), chúng tôi thu được

Hình 3.6 và 3.7, trên đó biểu diễn sự thay đổi của lực Casimir-like theo

L với các giá trị khác nhau của K và ξ. Từ hình vẽ này, chúng tôi nhận
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Hình 3.5: Sự biến thiên của sức căng mặt phân cách theo L tại ξ = 3. Đường nét liền,

nét gạch và nét chấm lần lượt ứng với K = 1.1, K = 2 và K = 3.

thấy trong trường hợp hệ phân tách yếu K < 3, lực Casimir-like là lực

hút khi hai tường cứng khá gần nhau, nó trở thành lực đẩy nếu hai

tường cứng tiến ra xa nhau L � ξ. Trong trường hợp hệ phân tách

mạnh K > 3, lực Casimir-like luôn là lực hút và triệt tiêu với mọi tham

số của hệ khi L→ +∞.

Tóm lại, bằng việc sử dụng gần đúng DPA, chúng ta đã nghiên cứu

được các tính chất tĩnh của hệ BEC hai thành phần. Với gần đúng thô

là coi như mặt phân cách giữa hai thành phần ngưng tụ nằm tại giữa hai

tường cứng, biểu thức cho hàm sóng của trạng thái cơ bản của hệ (3.10)

và (3.11) đơn giản hơn nhiều so với các biểu thức tương ứng trong [74].

Đặc biệt hơn, tất cả các tính chất của hệ được tìm ra trong [74] đều được

tìm lại theo cách đơn giản hơn nhiều nhờ việc tính trực tiếp biểu thức

giải tích của thế nhiệt động mà không sử dụng "hằng số chuyển động".

Đây là lợi thế rất lớn của việc sử dụng gần đúng DPA trong nghiên cứu
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Hình 3.6: Sự phụ thuộc của lực tác dụng lên một đơn vị diện tích tường cứng theo L

tại ξ = 1. Các đường nét liền, nét gạch và nét chấm lần lượt ứng với K = 1.1, K = 2

và K = 3.
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Hình 3.7: Sự phụ thuộc của lực tác dụng lên một đơn vị diện tích tường cứng theo L

tại ξ = 3. Các đường nét liền, nét gạch và nét chấm lần lượt ứng với K = 1.1, K = 2

và K = 3.
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hệ BEC nói chung và đặc biệt là hệ BEC hai thành phần nói riêng trong

khuôn khổ lý thuyết trường trung bình.

3.2 Lực Casimir

Tương tự như với BEC một thành phần, bây giờ chúng tôi sử dụng

lý thuyết trường lượng tử để nghiên cứu lực Casimir trong hệ BEC hai

thành phần được mô tả bởi Lagrangian (1.64) với thế tương tác có dạng

(1.65).

Đầu tiên, ta xét với gần đúng cây, có nghĩa là ta bỏ qua thăng giáng

lượng tử. Với Ψj0 là giá trị trung bình của toán tử trường ψj ở mức này,

lấy cực tiểu của thế tương tác (1.65), ta có

−µ1Ψ10 + g11Ψ
3
10 + g12Ψ

2
20Ψ10 = 0,

−µ2Ψ20 + g22Ψ
3
20 + g12Ψ

2
10Ψ20 = 0,

(3.28)

kết quả là trong pha phá vỡ đối xứng ta có

Ψ2
10 =

g22µ1 − g12µ2

g11g22 − g2
12

,Ψ2
20 =

g11µ2 − g12µ1

g11g22 − g2
12

. (3.29)

Để khảo sát trong gần đúng bậc cao, tương tự như đối với hệ một thành

phần, trước hết chúng tôi khai triển toán tử trường dưới dạng

ψj = Ψj0 +
1√
2

(Ψj1 + iΨj2) . (3.30)

Thay (3.30) vào phương trình (1.64) và (1.65), chúng tôi thu được La-

grangian tương tác trong gần đúng hai vòng

Lint =
1√
2

∑
j=1,2

[gjjΨj0Ψj1 + g12Ψj′0Ψj′1] (Ψ2
j1 + Ψ2

j2)

+
1

8

∑
j=1,2

gjj(Ψ
2
j1 + Ψ2

j2)
2 +

g12

4
(Ψ2

11 + Ψ2
12)(Ψ

2
21 + Ψ2

22). (3.31)
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Các hàm truyền tự do nghịch đảo trong không gian xung lượng tương

ứng với hai trường là

D−1
10 (k) =

~2k2
2m1

+M 2
10 −ωn

ωn
~2k2
2m1

 ,

D−1
20 (k) =

~2k2
2m2

+M 2
20 −ωn

ωn
~2k2
2m2

 , (3.32)

trong đó ~k là véctơ sóng và

M 2
j0 = gjjΨ

2
j0. (3.33)

Hệ thức tán sắc Bogoliubov cho thành phần ngưng tụ j có thể thu được

bằng cách cho định thức của hàm truyền nghịch đảo bằng không [28],

tức là áp dụng công thức (2.26) cho từng thành phần

detD−1
j0 (k) = 0,

ta thu được

Ej(k) =

√
~2k2

2mj

(
~2k2

2mj
+M 2

j0

)
. (3.34)

Trong giới hạn bước sóng dài, phương trình (3.34) có dạng gần đúng

Ej(k) ≈ ~Mj0√
2mj

k. (3.35)

Tương tự như biểu thức (2.28) đối với hệ BEC một thành phần, hệ thức

(3.35) cho thấy rằng trong hệ BEC hai thành phần cũng xuất hiện các

bosson Goldstone do đối xứng U(1) × U(1) bị phá vỡ. Những hạt này

lan truyền theo cách tương tự như photon của trường điện từ trong các

tính toán ban đầu của Casimir [16], trong trường hợp này, vận tốc của

các hạt bằng với "vận tốc âm".
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3.2.1 Nghiên cứu trong gần đúng một vòng

Trong gần đúng này, dựa vào Lagrangian tương tác (1.64), thế nhiệt

động có thể viết dưới dạng [1],

Ω = V +
∑
j=1,2

1

2

∫
β

Tr lnD−1
j (k). (3.36)

Với số hạng đầu của vế phải trong biểu thức (3.36), kết hợp với (1.65)

và (3.29), ta thu được

V =
g11µ

2
2 − 2g12µ1µ2 + g22µ

2
1

2(g2
12 − g11g22)

. (3.37)

Dựa trên biểu thức (3.32) và (3.33), chúng tôi thấy rằng hàm truyền

nghịch đảo không phụ thuộc trực tiếp vào thế hóa học, vì vậy sau khi

chuẩn hóa, mật độ hạt nj0 = Ψ2
j0 có thể tìm được từ phương trình (3.36)

bằng cách lấy đạo hàm thế nhiệt động đối với thế hóa học µj

nj0 = − ∂Ω

∂µj
.

Các phương trình này dẫn đến

µ1 = g11n10 + g12n20,

µ2 = g22n20 + g12n10.
(3.38)

Do vậy, thay biểu thức(3.38) vào biểu thức (3.37), chúng tôi có được

biểu thức mật độ năng lượng

E =
1

2
(g11n

2
10 + 2g12n10n20 + g22n

2
20). (3.39)

Rõ ràng kết quả này trùng với kết quả trong [56] ở nhiệt độ không.

Tương tự như trong Chương 2, sử dụng công thức (2.31) và thực hiện

tổng trên ωn, số hạng thứ hai bên phải của (3.36) có dạng (2.32).
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Với chú ý rằng, chúng tôi đang nghiên cứu về năng lượng Casimir và

lực Casimir ở nhiệt độ bằng không do thăng giáng lượng tử, do đó số

hạng phụ thuộc nhiệt độ có thể bỏ qua (2.32). Năng lượng tự do trong

gần đúng một vòng (3.36) có thể được viết lại như sau [1],

Ω = V + Ω1 = V +
∑
j=1,2

Ω1j, (3.40)

với

Ω1j =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2

2mj

(
~2k2

2mj
+ gjjΨ2

j

)
+ M1j Ω. (3.41)

Như đã trình bày trong Chương 2, tích phân theo véctơ sóng bị phân kỳ

tử ngoại. Trong phần này, chúng ta sử dụng phương pháp số hạng hấp

thụ để khử phân kỳ, đó chính là số hạng M1j Ω trong (3.41) như đã được

trình bày trong [1, 66].

Để cho đơn giản, chúng ta hãy đưa về dạng không thứ nguyên như đã

làm ở các phần trước bằng cách đưa vào véctơ sóng không thứ nguyên

κj = kξj. Như vậy, phương trình (3.41) ở dạng không thứ nguyên

Ω1j =
gjjnj0

2ξ3
j

∫
d3κj
(2π)3

√
κ2
j

(
κ2
j + φ2

j

)
. (3.42)

Chú ý đến (3.2), tham số trật tự trong phương trình (3.29) có thể

được viết lại

φ2
1 = φ2

2 =
1

K + 1
. (3.43)

Bây giờ chúng tôi đi nghiên cứu năng lượng Casimir của hệ BEC hai

thành phần bị giới hạn giữa hai tấm song song đặt vuông góc với trục

0z. Do bị giới hạn theo phương 0z, véctơ sóng của mỗi thành phần bị

lượng tử hóa. Tương tự như (2.37) và (2.38), áp dụng điều kiện biên
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tuần hoàn cho thành phần ngưng tụ j ta có

κ2
j → κ2

j⊥ + κ2
jn, κjn =

2πn

Lj
≡ n

L̄j
, L̄j =

Lj
2π
, n ∈ Z. (3.44)

Tương ứng, tích phân theo xung lượng vuông góc với các tấm được thay

thế bằng một tổng ∫
d3κj
(2π)3

=
∞∑

n=−∞

∫
d2κj⊥
(2π)2

. (3.45)

Thay phương trình (3.45) và (3.44) vào phương trình (3.42), chúng tôi

thu được

Ω1j =
gjjnj0
2ξ3

j L̄
2
j

∞∑
n=−∞

∫
d2κj⊥
(2π)2

√(
L̄2
jκ

2
j + n2

) (
A2
j0 + n2

)
, (3.46)

với

Aj0 = L̄j

√
κ2
j⊥ + φ2

j . (3.47)

Như trong [63, 66] đã chỉ ra, trong điều kiện biên Dirichlet áp dụng cho

các tấm song song, năng lượng Casimir có liên quan đến năng lượng

trong gần đúng một vòng cho mỗi phần được thỏa mãn [14],

Ω̄1 = LΩ1|V +
∑
j

ECj, (3.48)

trong đó

EC =
∑
j=1,2

ECj, (3.49)

được gọi là năng lượng Casimir. Tổng trong (3.46) có thể tính bằng cách

sử dụng công thức Abel-Plana I [9],

∞∑
n=0

f(n) =

∫ ∞
0

dxf(x) +
1

2
f(0) + i

∫ ∞
0

dx
f(ix)− f(−ix)

e2πx − 1
. (3.50)
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Với chú ý rằng, số hạng đầu trong (3.50) bị phân kỳ nhưng bị hấp thụ

bởi số hạng khử phân kỳ tử ngoại. Số hạng f(0) trong (3.50) biến mất,

dẫn đến

ECj = −2gjjnj0
ξ2
j L̄

2
j

∫ ∞
0

d2κj⊥
(2π)2

∫ Mj0

L̄jκj⊥

√(
x2 − L̄2

jκ
2
j⊥

) (
M 2

j0 − x2
)

e2πx − 1
dx.

(3.51)

Bằng cách thay đổi thứ tự của tích phân trong (3.51), tích phân κj⊥ có

thể được biểu diễn và biểu thức (3.51) được viết lại

ECj =

∫ ∞
0

dx
ρj(x, L̄j)

e2πx − 1
, (3.52)

với ρj(x, L̄j) là mật độ hàm trạng thái của thành phần thứ j, nó có dạng

ρj(x, L̄j)

=


− gjjnj0

8πL̄4
jξ

2
j

[
x
√
L̄2
jφ

2
j − x2

(
2x2 − L̄2

jφ
2
j

)
+ L̄4

jφ
4
j tan−1

(
x√

L̄2
jφ

2
j−x2

)]
,

khi 0 ≤ x < L̄jφj;

−gjjnj0φ
4
j

16ξ4j
, khi x ≥ L̄jφj.

(3.53)

Lực Casimir được định nghĩa bởi

FC = −∂EC
∂`

= − 1

2πξ

∑
j=1,2

∂ECj
∂L̄j

. (3.54)

Kết hợp (3.54) với (3.52) và (3.53), chúng tôi thu được

FC =
∑
j=1,2

gjjnj0
2π2ξ2

j L̄
5
j

∫ L̄jφj

0

x3
√
L̄2
jφ

2
j − x2

e2πx − 1
dx. (3.55)

Từ biểu thức (3.55), chúng tôi nhận thấy rằng lực Casimir của BEC hai

thành phần không đơn giản chỉ là sự chồng chất của lực Casimir gây
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ra bởi từng thành phần đơn lẻ. Sự tương tác giữa hai hạt khác loại với

cường độ g12 có mặt trong φj. Ta có thể thấy rằng lực Casimir bao gồm

hiệu ứng của kích thước hữu hạn và lực đẩy giữa các hạt. Phương trình

này cho thấy rằng:

- Đối với hệ Bose lý tưởng, gjj = 0, lực Casimir bị biến mất như

trong [12,13] với BEC một thành phần.

- Trong trường hợp không có tương tác giữa các hạt ở hai thành phần

khác nhau thì g12 = 0, hệ biểu hiện như trong BEC một thành phần.

Trong trường hợp này các tham số trật tự không phụ thộc vào g12, điều

này dẫn đến hàm truyền nghịch đảo trong biểu thức (3.32) và sau đó là

thế nhiệt động (3.36) cũng không phụ thuộc vào g12.

- Trong giới hạn phân tách mạnh g12 → ∞, hai tham số trật tự chỉ

giao nhau và triệt tiêu ở bề mặt phẳng song song với hai tấm giới hạn

của hệ. Vì ta chỉ xem xét sự kích thích năng lượng thấp, nên từ phương

trình (3.35), (3.51) và (3.55), một cách hình thức, ta có thể xem lực hút

gây ra bởi thăng giáng lượng tử và lực đẩy giữa hai hạt khác loại là như

nhau trong giới hạn phân tách mạnh. Về mặt vật lý, trong giới hạn phân

tách mạnh, tương tác đẩy giữa các hạt ở hai thành phần khác nhau làm

cho mật độ ngưng tụ ở mặt phân tách hai thành phần bằng không và

tại đây không còn thăng giáng mật độ hạt nên lực Casimir bị triệt tiêu.

Bây giờ chúng tôi đi xem xét lực Casimir trong giới hạn khoảng cách

lớn. Trong giới hạn này, ta có thể kiểm tra tích phân trong (3.52) bị

suy giảm theo cấp số nhân và tiến tới không rất nhanh. Bằng cách đưa

ra đại lượng y = x/(L̄jφj), vùng đầu tiên của mật độ trạng thái trong
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(3.53) có thể được viết lại thành

ρj =
gjjnj0φ

4
j

8πξ2
j

[
y(2y2 − 1)

√
1− y2 + arctan

y√
1− y2

]
, (3.56)

với 0 ≤ y � 1. Khai triển (3.56) theo chuỗi lũy thừa quanh y = 0 dẫn

tới

ρj ≈ −
gjjnj0φ

4
j

8πξ2
j

[
8x3

3L̄3
jφ

3
j

− 4x5

5L̄5
jφ

5
j

]
. (3.57)

Thay biểu thức (3.57) vào phương trình (3.52) và chú ý rằng chúng tôi

đang xem xét ở đây là hệ tương tác yếu nên L̄jφj � 1, ta có thể đánh

giá tích phân trong (3.52) và thu được kết quả là

ECj = −
m3
jc

2
j

360π~2

(
φj
L̄3
j

− 1

7φjL̄5
j

)
, (3.58)

với vj =
√
µj/mj là vận tốc âm của thành phần j. Từ phương trình

(3.54) và (3.58), lực Casimir thu được trong giới hạn này là

FC ≈
1

720π2~2

∑
j=1,2

m3
jv

2
j

(
3φj
L̄4
j

− 5

7φjL̄6
j

)
. (3.59)

Đối với hệ BEC một thành phần, để được coi là hệ loãng thì điều kiện

n0a
3 � 1 phải được thỏa mãn [1, 66]. Đối với hệ BEC hai thành phần

loãng, ta có điều kiện nj0a
3
jj � 1, do vậy định nghĩa (3.2) tương đương

với

K =
m1 +m2

2
√
m1m2

a12√
a11a22

. (3.60)

Vì mj là cố định đối với một hệ cho trước và cả ba độ dài tán xạ có

thể thay đổi một cách độc lập bằng cách sử dụng kỹ thuật cộng hưởng

Feshbach [37], nên K có thể chạy từ không đến vô cùng. Để cho đơn

giản, chúng tôi nghiên cứu trường hợp đối xứng g11 = g22 ≡ g, ξ1 = ξ2 ≡
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ξ, n10 = n20 ≡ n0 và thu được đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc của lực

Casimir vào khoảng cách L̄ khi K = 0.5, K = 1 và K = 1.5

0 2 4 6 8 10 12

-0.030

-0.025

-0.020
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0.000

L
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/(
g
n
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Hình 3.8: Sự phụ thuộc của lực Casimir vào khoảng cách L̄ tại K = 0.5 (đường màu

đỏ), K = 1 (đường màu xanh lá) và K = 1.5 (đường màu xanh lam).

Trên hình 3.8 biểu diễn lực Casimir như một hàm của khoảng cách

hiệu dụng tại các giá trị của K. Chúng tôi thấy rằng:

- Khi L̄ tăng thì lực Casimir tiến tới không rất nhanh và có kì dị

tại L̄ = 0; đây là đặc điểm điển hình của sự biến dạng năng lượng chân

không. Độ lớn giảm mạnh khi tăng khoảng cách, tuân theo quy luật L−4.

Điều này có nghĩa là lực Casimir chỉ đáng chú ý khi ở khoảng cách nhỏ;

- Lực này bị triệt tiêu trong trường hợp phân ly mạnh hoàn toàn

g12 → 0. Đối với trường hợp không tương tác khác loại g12 = 0 như BEC

hai thành phần đơn phân biệt.

Hình 3.9 là đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc của lực Casimir theo 1/K

(hình 3.9a) với trường hợp không trộn lẫn và K với trường hợp trộn lẫn
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(a) (b)

Hình 3.9: Sự phụ thuộc của lực Casimir vào tham số tương tác tại L̄ = 1 (đường màu

đỏ), L̄ = 2 (đường màu xanh lá) và L̄ = 3 (đường màu xanh lam).

(Hình 3.9b), chúng tôi thấy rằng nó phù hợp với Hình 3.8. Nó cũng cho

thấy, với sự phân tách mạnh hoàn toàn K →∞ thì lực Casimir tiến tới

không.

Bên cạnh đó, lực Casimir (hay năng lượng Casimir) sẽ bị triệt tiêu

khi K có xu hướng tiến tới vô cùng và L̄ là hữu hạn. Về mặt toán học,

từ phương trình (3.43) ta có thể mở rộng (3.55) bằng chuỗi lũy thừa

FC ≈
∑
j=1,2

gjjnj0
2π2ξ2

j L̄j

[
φ4
j

32
−
L̄jφ

5
j

15
+O(φ6

j)

]
. (3.61)

Phương trình này kiểm chứng kết quả trình bày trong Hình 3.9 khi

1/K → 0.

3.2.2 Nghiên cứu trong gần đúng hai vòng

Trong phần tiếp theo này, chúng tôi xem xét ảnh hưởng của hiệu ứng

kích thước hữu hạn trong hệ BEC hai thành phần tương tác yếu trong

gần đúng hai vòng. Sử dụng phương pháp tác dụng hiệu dụng CJT [21],

ở nhiệt độ hữu hạn trong gần đúng HF, thế hiệu dụng CJT, V CJT
β , có
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dạng

V CJT
β =

∑
j=1,2

(
−µj|Ψj0|2 +

gjj
2
|Ψj0|4

)
+ g12|ψ10|2|Ψ20|2

+
1

2

∫
β

tr

{∑
j=1,2

[lnD−1
j (k) +D−1

j0 (k)D(k)]− 2.11

}

+
3g11

8
(P 2

11 + P 2
22) +

g11

4
P11P22 +

3g22

8
(Q2

11 +Q2
22)

+
g22

4
Q11Q22 +

g12

4
(P11Q11 + P11Q22 + P22Q11 + P22Q22),

(3.62)

chú ý đến (2.30) và

Paa =

∫
β

Paa, Qaa =

∫
β

Qaa. (3.63)

Sau nhiều tính toán, các tác giả của công trình [55] cho thấy rằng, trong

gần đúng HF, định lý Goldstone bị vi phạm. Để giải quyết vấn đề này,

tương tự như đã làm ở Chương 2 đối với BEC một thành phần, ta sử

dụng phương pháp do Ivanov và cộng sự [38] đã đề xuất, tức là thêm

vào thế hiệu dụng (3.51) số hạng ∆V CJT
β ,

∆V CJT
β =

xg11

2
[2PabPba − PaaPbb] +

yg22

2
[2QabQba −QaaQbb]

+
zg12

2
PaaQbb, (3.64)

với Pab được định nghĩa tương tự như (2.69) còn Qab =
∫
D−1

2(ab). Hoàn

toàn tương tự như đã làm với hệ BEC một thành phần, để khôi phục các

boson Goldstone đã xuất hiện trong gần đúng cây, ta phải có D−1
j(22) =

~2k2/2mj. Yêu cầu này dẫn tới x = y = −1/2, z = 0. Như vậy, số hạng

bổ chính (3.64) có dạng

90



∆V CJT
β = −g11

4
(P 2

11 + P 2
22)−

g22

4
(Q2

11 +Q2
22) +

g11

2
P11P22 +

g22

2
Q11Q22,

(3.65)

thay (3.65) vào (3.62), ta có được

Ṽ CJT
β =

∑
j=1,2

(
−µj|ψj0|2 +

gjj
2
|ψj0|4

)
+ g12|ψ10|2|ψ20|2

+
1

2

∫
β

tr

{∑
j=1,2

[lnD−1
j (k) +D−1

j0 (k)D(k)]− 2.11

}

+
g11

8
(P 2

11 + P 2
22) +

3g11

4
P11P22 +

g22

8
(Q2

11 +Q2
22)

+
3g22

4
Q11Q22 +

g12

4
(P11Q11 + P11Q22 + P22Q11 + P22Q22).

(3.66)

- Hàm truyền nghịch đảo trong gần đúng này có dạng (3.32). Lấy cực

tiểu của thế hiệu dụng, khối lượng hiệu dụng được viết

M 2
1 = −µ1 + 3g11Ψ

2
10 + g12Ψ

2
20 + Σ

(1)
1 ,

M 2
2 = −µ2 + 3g22Ψ

2
20 + g12Ψ

2
10 + Σ

(2)
1 ,

(3.67)

và hệ phương trình trên được gọi là phương trình SD.

- Các phương trình khe

−µ1 + g11Ψ
2
10 + g12Ψ

2
20 + Σ

(1)
2 = 0,

−µ2 + g22Ψ
2
20 + g12Ψ

2
10 + Σ

(2)
2 = 0,

(3.68)

với

Σ
(1)
1 =

g11

2
P11 +

3g11

2
P22 +

g12

2
Q11 +

g12

2
Q22,

Σ
(2)
1 =

g22

2
Q11 +

3g22

2
Q22 +

g12

2
P11 +

g12

2
P22,

Σ
(1)
2 =

3g11

2
P11 +

g11

2
P22 +

g12

2
Q11 +

g12

2
Q22,

Σ
(2)
2 =

3g22

2
Q11 +

g22

2
Q22 +

g12

2
P11 +

g12

2
P22.
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Tiếp theo chúng tôi xem xét các tích phân xung lượng (3.63). Chú ý

đến (2.31) và hàm truyền (3.32), ta có thể viết các tích phân xung lượng

(3.63) ở nhiệt độ không dưới dạng [55],

P11 =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2/2m1

~2k2/2m1 +M 2
1

, P22 =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2/2m1 +M 2

1

~2k2/2m1
,

Q11 =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2/2m2

~2k2/2m2 +M 2
2

, Q22 =
1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2/2m2 +M 2

2

~2k2/2m2
,

(3.69)

và mật độ năng lượng của thành phần thứ j ở nhiệt độ không là

Ωj =
1

2

∫
β

tr lnD−1
j (k) =

1

2

∫
d3k

(2π)3

√
~2k2

2mj

(
~2k2

2mj
+M 2

j

)
. (3.70)

Để cho đơn giản, chúng tôi đưa về dạng không thứ nguyên và khối lượng

hiệu dụng ở dạng không thứ nguyên được định nghĩaM2
j = M 2

j /gjjnj0.

Do đó, ta có thể viết lại phương trình (3.69)

P11 =
1

2ξ3
1

∫
d3κ1

(2π)3

κ1√
κ2

1 +M2
1

, P22 =
1

2ξ3
1

∫
d3κ1

(2π)3

√
κ2

1 +M2
1

κ1
,

Q11 =
1

2ξ3
1

∫
d3κ2

(2π)3

κ2√
κ2

2 +M2
2

, Q22 =
1

2ξ3
1

∫
d3κ2

(2π)3

√
κ2

2 +M2
2

κ2
,

(3.71)

khi đó, (3.70) trở thành

Ωj =
gjjnj0

2ξ3
j

∫
d3κ2

(2π)3

√
κ2
j(κ

2
j +M2

j). (3.72)

Chia cho mật độ khối nj0, tham số trật tự không thứ nguyên tương ứng

là φj =
Ψj0√
nj0

và ta xét hệ ở trạng thái cân bằng, các phương trình khe
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và phương trình SD được viết ở dạng không thứ nguyên

−1 + φ2
1 +Kφ2

2 +
1

g11n10
Σ

(1)
2 = 0,

−1 + φ2
2 +Kφ2

1 +
1

g22n20
Σ

(2)
2 = 0,

−1 + 3φ2
1 +Kφ2

2 +
1

g11n10
Σ

(1)
1 =M2

1,

−1 + 3φ2
2 +Kφ2

1 +
1

g22n20
Σ

(2)
1 =M2

2.

(3.73)

Tương tự như trong gần đúng một vòng, sự co gọn không gian theo

phương trục 0z dẫn đến sự lượng tử hóa véctơ sóng của hệ. Dưới dạng

không thứ nguyên nó có dạng (3.44). Kết hợp với điều kiện biên Dirichlet

dẫn đến tích phân xung lượng (3.69) được viết dưới dạng

P11 =
1

2ξ3
1

∑
n

∫
d2κ⊥
(2π)2

√
κ2

1⊥ + (2πn/L1)
2

κ2
1⊥ + (2πn/L1)2 +M2

1

,

P22 =
1

2ξ3
1

∑
n

∫
d2κ⊥
(2π)2

√
κ2

1⊥ + (2πn/L1)
2 +M2

1

κ2
1⊥ + (2πn/L1)2

.

(3.74)

Để thực hiện phép lấy tổng trong (3.74), chúng tôi sử dụng công thức

Euler-Maclaurin (2.43). Sau khi lấy tổng, chúng tôi lấy giới hạn Λ→∞

cho (3.74). Kết hợp (2.43) và (3.74) đưa đến

P11 = Q11 = 0, P22 =
g11n10m1M1

12~2`
,Q22 =

g22n20m2M2

12~2`
. (3.75)

Thay (3.75) vào (3.73), chúng tôi thu được phương trình khe và phương

trình SD

−1 + φ2
1 +Kφ2

2 +
m1g11M1

24~2`
+K

m2g22M2

24~2`
= 0,

−1 + φ2
2 +Kφ2

1 +
m2g22M2

24~2`
+K

m1g11M1

24~2`
= 0,

−1 + 3φ2
1 +Kφ2

2 + 3
m1g11M1

24~2`
+K

m2g22M2

24~2`
=M2

1,

−1 + 3φ2
2 +Kφ2

1 + 3
m2g22M2

24~2`
+K

m1g11M1

24~2`
=M2

2.

(3.76)
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Rất dễ dàng để giải hệ phương trình (3.76), chúng tôi thu được các tham

số trật tự và khối lượng hiệu dụng ở dạng không thứ nguyên

M2
1 =M2

2 =
2

K + 1
,

φ2
1 =

1

K + 1
+

g11m1

12~2`
√

2(K + 1)
, (3.77)

φ2
2 =

1

K + 1
+

g22m2

12~2`
√

2(K + 1)
.

So sánh với kết quả trong gần đúng một vòng trong (3.43), chúng tôi

thấy rằng, sự co lại của không gian có ảnh hưởng đáng kể đến các tham

số trật tự, đặc biệt trong vùng khoảng cách là nhỏ, trong khi với gần

đúng một vòng thì tham số trật tự là độc lập với khoảng cách. Chú ý

đến (3.43) thì rõ ràng là φ2
j = φ2

j1 + ∆φ2
j với số hạng bổ chính

∆φ2
j =

mjgjj

12~2`
√

2(K + 1)
. (3.78)

Từ biểu thức (3.78) ta thấy rằng số hạng bổ chính sẽ biến mất khi ` đủ

lớn hoặc với hệ BEC lý tưởng.

Hình 3.10 là đồ thị biểu diễn tham số trật tự như một hàm của khoảng

cách cho các hỗn hợp BEC hai thành phần gồm rubidium 87 và cae-

sium 133 [46] với các thông số m1 = 86.909u, a11 = 100.4a0,m2 =

132.905u, a22 = 280a0 với u = 1.665×10−27kg, a0 = 0.529nm. Các đường

màu đỏ và màu xanh tương ứng với rubidium và caesium; đường màu

đen biểu thị giá trị 1/(K+1) là giá trị trong gần đúng một vòng. Con số

này xác nhận các tính toán trên, đồng thời cũng cho thấy sự khác biệt

kết quả giữa gần đúng hai vòng và gần đúng một vòng.
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Hình 3.10: Sự phụ thuộc của các tham số trật tự không thứ nguyên và khoảng cách `

cho rubidium (đường màu đỏ) và caesium (đường màu xanh).

Bây giờ chúng tôi đi xem xét lực Casimir. Theo phần trên, năng lượng

chân không được viết dưới dạng (3.49) cho thành phần thứ j, phương

trình (3.72) trở thành

ECj =
gjjnj0

2ξ3
j

∑
n

∫
d3κj
(2π)2

√[
κ2
j⊥ + (2πn/Lj)2

] [
κ2
j⊥ + (2πn/Lj)2 +M2

j

]
.

(3.79)

Với chú ý đến (2.43), chúng tôi thu được năng lượng Casimir trên một

đơn vị thể tích ở dạng không thứ nguyên

ECj = −gjjnj0ξjπ
2Mj

1440`
. (3.80)

Từ kết quả trong (3.77), chúng tôi thấy rằng, khối lượng hiệu dụng không

thứ nguyên không phụ thuộc vào khoảng cách. Thay (3.77) vào (3.80)

và chú ý đến định nghĩa trong (3.54), chúng tôi thu được

FC = − ~π2

480`4
√
K + 1

∑
j=1,2

vj. (3.81)
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Biểu thức (3.81) khẳng định kết quả lực Casimir trong gần đúng một

vòng ở phần trên. Nó cho thấy rằng lực Casimir của BEC hai thành

phần không đơn giản chỉ là sự chồng chất của một trong hai thành phần

vì sự có mặt của hằng số tương tác g12 trong tham số K. Bên cạnh đó,

kết quả trên cũng cho thấy lực Casimir bị triệt tiêu trong giới hạn của

sự phân tách mạnh K →∞, điều này trùng với kết quả tương ứng trong

gần đúng một vòng.
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Tổng kết chương 3

Trong Chương 3, chúng tôi đã nghiên cứu tính chất của hệ BEC hai

thành phần bị giới hạn bởi hai tường cứng và đã thu được một số kết

quả sau:

1. Sử dụng phương pháp DPA với điều kiện biên Dirichlet và gần đúng

thô cho vị trí của mặt phân cách giữa hai thành phần ngưng tụ,

chúng tôi đã tìm được biểu thức giải tích hàm sóng ở trạng thái

cơ bản. Trên cơ sở đó, thay vì sử dụng hằng số chuyển động như

trong [74], chúng tôi tiến hành tính lực Casimir-like trực tiếp từ

định nghĩa và thu được những kết quả tương tự. Đây là một cải

tiến tốt về quy trình tính giải tích so với [74].

2. Nghiên cứu lực Casimir trong gần đúng một vòng và gần đúng hai

vòng chúng tôi thu được các kết quả quan trọng

• Lực Casimir trong hệ BEC hai thành phần không đơn thuần là

tổng hợp lực Casimir do từng thành phần ngưng tụ riêng biệt

gây ra. Tương tác giữa các hạt ở hai thành phần ngưng tụ khác

nhau ảnh hưởng rất lớn đến mật độ ngưng tụ, và do đó ảnh

hưởng đến lực Casimir;

• Trong giới hạn phân tách mạnh (K →∞), lực Casimir bị triệt

tiêu.

3. Kết quả nghiên cứu trong gần đúng hai vòng cho thấy tham số

trật tự phụ thuộc mạnh vào khoảng cách giữa hai tường cứng, điều

này không có được nếu dừng lại ở gần đúng một vòng. Điều này
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cho thấy, khi nghiên cứu hiệu ứng Casimir trong hệ BEC hai thành

phần, ta không thể bỏ qua đóng góp của các giản đồ bậc cao.
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Kết luận

Trong luận án này, trên cở sở sử dụng lý thuyết GP trong gần đúng

DPA, phương pháp tác dụng hiệu dụng CJT trong gần đúng một vòng

và hai vòng, chúng tôi nghiên cứu hiệu ứng Casimir trong hệ BEC một

thành phần và hai thành phần. Nhiều kết quả quan trọng đã thu được

trong khuôn khổ luận án này. Sau đây, chúng tôi điểm lại những kết quả

quan trọng nhất.

1. Với BEC một thành phần, khi nghiên cứu trong CE ta thấy:

- Khi khoảng cách giữa các tường cứng tăng lên, độ lớn lực Casimir

giảm dần theo quy luật lũy thừa bán nguyên của khoảng cách giữa

hai tường cứng;

- Luôn tồn tại một giá trị của khoảng cách giữa hai tường cứng

mà ở đó lực Casimir toàn phần bị triệt tiêu. Điều này xảy ra khi

khoảng cách giữa hai tường cứng thỏa mãn công thức (2.58). Đây

là một kết quả quan trọng, về mặt khoa học, nó định hướng cho

các nghiên cứu thực về hiệu ứng Casimir trong hệ BEC một thành

phần. Trong công nghệ, khi muốn giảm thiểu ảnh hưởng của lực

tương tác giữa các biên giới hạn của một linh kiện điện tử cũng như

ảnh hưởng giữa các linh kiện trong cùng một thiết bị thì các nhà
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thiết kế, chế tạo có thể chọn khoảng cách này. Kết quả này cũng

rất quan trọng trong lĩnh vực vật liệu nano khi BEC được đưa vào

ứng dụng như những vật liệu khác [18,68].

2. Với BEC hai thành phần, lực Casimir bị triệt tiêu trong trường hợp

phân tách hoàn toàn. Kết quả này có ý nghĩa lớn trong việc nghiên

cứu và đưa BEC vào ứng dụng như đã trình bày ở trên.

3. Khi nghiên cứu ảnh hưởng của hiệu ứng kích thước hữu hạn trong

hệ BEC một và hai thành phần, ta không nên bỏ qua đóng góp của

các giản đồ bậc cao trong Lagrange tương tác.

Các kết quả nghiên cứu của luận án là đáng tin cậy, đã được công

bố trên ba tạp chí quốc tế uy tín Journal of Statistical Physics, Inter-

national Journal of Modern Physics B và Jounrnal of Experimental and

Theoretical Physics.
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