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MỘT SỐ KÍ HIỆU THƯỜNG DÙNG TRONG LUẬN ÁN

Rn không gian vectơ thực n chiều;
|x | chuẩn của x trong Rn;
d x độ đo Haar;
Lq(Rn) tập các hàm khả tích bậc q trên Rn;
Lq
ω(R

n) tập các hàm khả tích bậc q trên Rn với độ đo
dµ=ω(x)d x;

Lq
ω,loc(R

n) tập các hàm khả tích địa phương bậc q trên Rn;

Hn nhóm Heisenberg có số chiều thuần nhất 2n+2;
|x |h modul của x trên nhóm Heisenberg;
χA hàm đặc trưng của tập A;
Lipβ(Rn) không gian Lipschitz trên Rn;
Ṁλ,q
ω (R

n) không gian tâm Morrey thuần nhất có trọng trên
Rn;

K̇α,p,q
ω (Rn) không gian Herz thuần nhất có trọng trên Rn;

MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) không gian Morrey-Herz thuần nhất có trọng

trên Rn;
Ṁλ,q

v,ω(R
n) không gian tâm Morrey thuần nhất có hai trọng

trên Rn;
K̇α,p,q

v,ω (R
n) không gian Herz thuần nhất có hai trọng trên Rn;

MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn) không gian Morrey-Herz thuần nhất có hai trọng

trên Rn;
HΦ,Ω toán tử Hausdorff thô;
H b
Φ,Ω giao hoán tử của toán tử Hausdorff thô;

H b
Φ,A giao hoán tử của toán tử ma trận Hausdorff;

HΦ,~A toán tử Hausdorff đa tuyến tính;
Aξ trọng Muckenhoupt.
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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử vấn đề và lí do chọn đề tài

Một trong những chủ đề quan trọng của giải tích điều hòa là nghiên
cứu tính bị chặn của các toán tử T trên các không gian. Cụ thể hơn,
chúng ta có bài toán chứng minh bất đẳng thức

‖T f ‖Y ≤ C‖ f ‖X , (1)

ở đó C là hằng số dương, và X , Y là hai không gian với chuẩn tương
ứng ‖ · ‖X và ‖ · ‖Y . Như chúng ta đã biết, tính bị chặn của toán tử xuất
hiện một cách tự nhiên khi nghiên cứu một số bài toán quan trọng
trong giải tích điều hòa, phương trình đạo hàm riêng hay lý thuyết
không gian hàm. Để thấy được tầm quan trọng của bài toán này, chúng
ta nhắc lại một số bài toán quan trọng sau.

• Định lý khả vi Lebesgue phát biểu rằng: với mọi hàm khả tích địa
phương f trong không gian Rn, chúng ta có

lim
r→0

1

|B(x , r)|

∫

B(x ,r)

f (y)d y = f (x)

với hầu khắp x trong Rn. Để chứng minh bài toán này, người ta nghiên
cứu hàm cực đại Hardy–Littlewood có tâm sau đây

M f (x) = sup
r>0

1

|B(x , r)|

∫

B(x ,r)

| f (y)|d y,

và chứng minh rằng hàm cực đại Hardy–Littlewood có tâm là bị chặn
yếu (1,1). Chúng ta cũng có định nghĩa hàm cực đại Hardy–Littlewood
như sau

M f (x) = sup
x∈B

1

|B|

∫

B

| f (y)|d y,

trong đó sup được lấy trên tất cả các hình cầu B trong không gian Rn.

4



• Xét bài toán Dirichlet sau đây






n
∑

i=1
∂ 2

x i
u(x , t) + ∂ 2

t u(x , t) = 0, với (x , t) ∈ Rn×R+,

u(x , 0) = f (x), hầu khắp x ∈ Rn,

trong đó f thuộc không gian Lp(Rn) với 1 ≤ p <∞. Để giải bài toán
này, người ta xét

u(x , t) = ( f ∗ Pt)(x),

trong đó Pt(x) = t−nP(t−1x) và

P(x) =
Γ
�

n+1
2

�

π
n+1

2

1

(1+ |x |2)
n+1

2

là hạch Poisson. Rõ ràng Pt(x1, ..., xn, t) là hàm điều hòa theo các biến
(x1, ..., xn, t), nghĩa là

n
∑

i=1

∂ 2
i Pt +

d2

d t2 Pt = 0.

Do đó hàm u(x , t) cũng là một hàm điều hòa trong không gian Rn×R+

và hội tụ đến f trong không gian Lp(Rn) khi t dần về 0. Để giải quyết
bài toán Dirichlet bên trên, ta còn chỉ ra sự hội tụ từng điểm hầu khắp
của u(x , t) về f khi t tiến về 0. Tuy nhiên, điều này dễ dàng nhận được
từ bất đẳng thức

sup
t>0
|u(x , t)| ≤M f (x),

và tính bị chặn yếu (p, p) của hàm cực đại Hardy–Littlewood.

• Chúng ta xét thêm một bài toán Cauchy cho phương trình Schrödinger
như sau







i∂tu(x , t)−∆u(x , t) = 0, (x , t) ∈ Rn×R+,

u(x , 0) = u0(x).

5



Như chúng ta biết, nghiệm u(x , t) của bài toán này được cho bởi công
thức u(x , t) = (e−i t∆u0)(x), ở đó u(x , t) = (e−i t∆u0)(x) xác định thông
qua biến đổi Fourier

(Úe−i t∆u0)(ξ) = ei t|ξ|2û0(ξ).

Để nghiên cứu tính chính quy nghiệm, chúng ta cần đánh giá

‖e−i t∆(u0− v0)‖Y ≤ C‖u0− v0‖X .

Do đó, ta đưa bài toán về việc xét tính bị chặn của toán tử tuyến tính
e−i t∆ thông qua bất đẳng thức

‖e−i t∆ f ‖Y ≤ C‖ f ‖X .

Qua các trường hợp trên, chúng ta thấy được phần nào tầm quan trọng
của việc nghiên cứu tính bị chặn của toán tử, trên các không gian để
giải các bài toán trong giải tích hay trong lĩnh vực phương trình đạo
hàm riêng.

Ngoài việc chứng minh bất đẳng thức (1), bài toán quan trọng và
thú vị nữa là đưa ra các điều kiện cần và đủ để bất đẳng thức (1) đúng.
Bên cạnh đó có thể xác định được hằng số C tốt nhất. Với một số lớp
toán tử quan trọng trong giải tích điều hòa, ví dụ như nghiên cứu các
hàm cực đại Hardy–Littlewood là một bài rất khó. Chẳng hạn, có thể
xem [37], [64] và các tài liệu trích dẫn bên trong đó.

Năm 1920, G. H. Hardy [40] đã thiết lập một bất đẳng thức tích
phân

‖H f ‖Lp(R+) ≤
p

p− 1
‖ f ‖Lp(R+),

với 1 < p <∞ và f là hàm đo được không âm trên (0;∞). Hơn nữa,
hằng số p

p−1
thu được là tốt nhất. Ở đâyH là toán tử Hardy được định

nghĩa

H f (x) =
1

x

∫ x

0

f (t)d t.
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Bất đẳng thức Hardy và các dạng mở rộng của chúng giữ một vai
trò quan trọng trong lý thuyết phương trình đạo hàm riêng, lý thuyết
xấp xỉ, lý thuyết các không gian phiếm hàm (xem [2], [29], [53]).
Năm 1984, C. Carton-Lebrun và M. Fosset [22] đã giới thiệu toán tử
tích phân Hardy–Littlewood có trọng, là tổng quát của toán tử Hardy–
Littlewood từ một chiều lên nhiều chiều. Kể từ đó, toán tử Hardy–
Littlewood có trọng đã thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học
trên thế giới, trong đó chủ yếu tập trung nghiên cứu các điều kiện cần
và đủ để toán tử Hardy-Littlewood có trọng bị chặn trên các không
gian như Lesbegue, Hardy, BMO, Herz, Morrey–Herz, Triebel–Lizorkin,
... Trong một số trường hợp tính được chuẩn của toán tử.

Một trong những toán tử quan trọng trong giải tích điều hòa là toán
tử Hausdorff. Toán tử này có liên quan mật thiết đến bài toán về tính
khả tổng của chuỗi Fourier cổ điển. Cho Φ là hàm khả tích địa phương
trên (0,∞). Toán tử Hausdorff một chiều được định nghĩa như sau

HΦ f (x) =

∫ ∞

0

Φ(t)
t

f
� x

t

�

d t. (2)

Rõ ràng, khi chọn Φ(t) =
χ(1,∞)(t)

t
toán tử Hausdorff trở thành toán

tử Hardy bên trên. Hơn nữa, với các hàm Φ thích hợp toán tử Haus-
dorff trở thành một số toán tử quan trọng trong giải tích như: toán
tử Cesàro, toán tử Hardy–Littlewood–Pólya, toán tử tích phân phân số
Riemann–Liouville (xem [3], [12], [13], [30], [65]). Toán tử Haus-
dorff được mở rộng đến không gian Rn bởi Brown và Móricz [6], độc
lập nghiên cứu là A. Lerneran và E. Liflyand [54]. Cụ thể hơn, cho ϕ là
một hàm khả tích địa phương trên không gian Rn. Toán tử Hausdorff
Hϕ,A tương ứng với hàm hạch ϕ được định nghĩa bởi

Hϕ,A f (x) =

∫

Rn

ϕ(t) f (A(t)x)d t, x ∈ Rn,

trong đó A(t) là một ma trận vuông cấp n thỏa mãn det A(t) 6= 0 với
hầu khắp t thuộc giá của ϕ. Nếu lấy ma trận A(t) và hàm ϕ thích hợp
thì Hϕ,A sẽ trở thành một số toán tử quen thuộc trong giải tích. Chi
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tiết hơn xem bài báo tổng quan [56] và các tài liệu tham khảo được
trích dẫn bên trong đó.

Trong những năm gần đây, toán tử Hausdorff và các giao hoán tử
của chúng kể cả trường hợp tuyến tính và đa tuyến tính đã được nhiều
nhà toán học trong nước và trên thế giới quan tâm nghiên cứu. Trong
đó, các tác giả tập trung thiết lập các điều kiện cần và đủ cho tính bị
chặn của toán tử Hausdorff và các giao hoán tử, đồng thời đánh giá
chuẩn của các toán tử. Chi tiết hơn, có thể tham khảo trong các công
trình [4], [5], [6], [7], [10], [11], [12], [16], [17], [20], [27], [39],
[42], [43], [49], [51], [54], [55], [56], [57], [58], [59], [60], [80],
[81] và [82]. Từ những lý do trên, GS. TSKH Nguyễn Minh Chương và
TS Nguyễn Văn Tuấn đã gợi ý và định hướng cho tôi nghiên cứu đề tài
Tính bị chặn của toán tử loại Hausdorff trên một số không gian
hàm.

2. Mục đích nghiên cứu

Luận án này nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị chặn của một số
lớp toán tử Hausdorff, trong một số trường hợp ước lượng được chuẩn
của toán tử. Nghiên cứu tính bị chặn cho giao hoán tử của toán tử
Hausdorff trên trường thực và nhóm Heisenberg. Cụ thể:

• Ước lượng chuẩn của toán tử Hausdorff thô, tính bị chặn cho giao
hoán tử của chúng trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz,
không gian Morrey-Herz có trọng;

• Ước lượng chuẩn của toán tử Hausdorff đa tuyến tính trên tích các
không gian tâm Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-Herz có
hai trọng;

• Tính bị chặn cho giao hoán tử của toán tử Hausdorff thô, giao
hoán tử của toán tử ma trận Hausdorff trên nhóm Heisenberg.
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3. Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu của Luận án là lớp toán tử Hausdorff và giao
hoán tử của chúng trên trường thực và nhóm Heisenberg. Lớp toán
tử này chứa nhiều lớp toán tử như toán tử Hardy, toán tử Hardy liên
hợp, toán tử Cesàro, toán tử Hardy-Cesàro, toán tử tích phân phân
số Riemann-Liouville, toán tử trung bình Hardy-Littlewood trên các
không gian kiểu Morrey-Herz có trọng. Phạm vi nghiên cứu của Luận
án được thể hiện thông qua các nội dung sau:

• Nội dung 1: Nghiên cứu điều kiện cần và đủ cho tính bị chặn của
toán tử Hausdorff thô HΦ,Ω trên các không gian tâm Morrey, không
gian Herz, không gian Morrey-Herz có trọng thuần nhất.

- Ước lượng chuẩn của toán tử Hausdorff thôHΦ,Ω và kết luận mới
về ước lượng chuẩn của toán tử Hardy, toán tử Hardy liên hợp cho các
không gian trên với trọng lũy thừa.

- Nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị chặn cho giao hoán tử của
toán tử Hausdorff thôH b

Φ,Ω với biểu trưng thuộc không gian Lipschitz,
trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-
Herz có hai trọng thuần nhất.

• Nội dung 2: Ước lượng chuẩn của toán tử Hausdorff đa tuyến tính
HΦ,~A trên tích các không gian tâm Morrey, không gian Herz, không
gian Morrey-Herz có hai trọng lũy thừa.

- Kết luận ước lượng chuẩn của toán tử Hardy-Ceàro đa tuyến tính
trên tích các không gian ở trên.

- Nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán tử Hausdorff
đa tuyến tính HΦ,~A trên tích các không gian tâm Morrey, không gian
Morrey-Herz có hai trọng Muckenhoupt.

• Nội dung 3: Nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao
hoán tử toán tử Hausdorff thô H b

Φ,Ω trên nhóm Heisenberg với biểu
trưng thuộc không gian `-tâm BMO, trên các không gian tâm Morrey,
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không gian Herz, không gian Morrey-Herz có trọng lũy thừa hoặc trọng
Muckenhoupt.

- Nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán tử toán
tử ma trận HausdorffH b

Φ,A trên nhóm Heisenberg với biểu trưng thuộc
không gian `-tâm BMO, trên các không gian tâm Morrey, không gian
Herz, không gian Morrey-Herz có trọng lũy thừa hoặc trọng Mucken-
houpt.

4. Phương pháp nghiên cứu

• Để nghiên cứu tính bị chặn của toán tử Hausdorff trên trường số
thực và nhóm Heisenberg, chúng tôi dựa vào các phương pháp được
Coifman-Rochberg-Weiss [23] xây dựng trên các không gian thuần
nhất với các biến đổi đặc trưng của trọng lũy thừa và trọng Muck-
enhoupt. Đánh giá các đại lượng bằng cách chia nhỏ, kết hợp với các
phép biến đổi và áp dụng các bất đẳng thức quan trọng trong giải tích.
Chiều ngược lại, chúng tôi sử dụng lược đồ mà Xiao [84] đã phát triển.
Trong đó, các hàm thử được lựa chọn để đưa ra các ước lượng dưới cho
chuẩn của toán tử.

• Đối với các nghiên cứu về giao hoán tử, dựa trên phương pháp nổi
tiếng của Coifman-Rochberg-Weiss [23]. Trong đó, mấu chốt là đưa về
ước lượng dao động trung bình kết hợp với một số kĩ thuật đặc trưng
khi tiếp cận toán tử Hausdorff được xây dựng bởi D. Fan, Chen, Li, Fu,
Lu và các cộng sự (xem [11], [12], [21], [32]).

5. Kết quả của luận án

Luận án đã đạt được các kết quả chính sau đây:

• Nghiên cứu điều kiện cần và đủ cho tính bị chặn của toán tử
Hausdorff thôHΦ,Ω trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz,
không gian Morrey-Herz có trọng thuần nhất. Ngoài ra, chúng tôi ước
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lượng được chuẩn của toán tử Hausdorff thô HΦ,Ω và kết luận mới về
ước lượng chuẩn của toán tử Hardy, toán tử Hardy liên hợp cho các
không gian trên với trọng lũy thừa. Hơn nữa, chúng tôi đưa ra điều
kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán tử toán tử Hausdorff thôH b

Φ,Ω

với biểu trưng thuộc không gian Lipschitz, trên các không gian tâm
Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-Herz có hai trọng thuần
nhất.

• Ước lượng được chuẩn của toán tử Hausdorff đa tuyến tính HΦ,~A

trên tích các không gian tâm Morrey, không gian Herz, không gian
Morrey-Herz có hai trọng lũy thừa. Ngoài ra, chúng tôi ước lượng được
chuẩn của toán tử Hardy-Ceàro đa tuyến tính trên tích các không gian
ở trên. Hơn nữa, đưa ra được điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán
tử Hausdorff đa tuyến tính HΦ,~A trên tích các không gian tâm Morrey,
không gian Morrey-Herz có hai trọng Muckenhoupt.

• Nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán tử toán tử
Hausdorff thôH b

Φ,Ω trên nhóm Heisenberg với biểu trưng thuộc không
gian `-tâm BMO, trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz,
không gian Morrey-Herz có trọng lũy thừa hoặc trọng Muckenhoupt.
Đồng thời, chúng tôi đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao
hoán tử toán tử ma trận Hausdorff H b

Φ,A trên nhóm Heisenberg với
biểu trưng thuộc không gian `-tâm BMO, trên các không gian tâm
Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-Herz có trọng lũy thừa
hoặc trọng Muckenhoupt.

Các kết quả mới của luận án có ý nghĩa khoa học trong giải tích điều
hòa, phương trình đạo hàm riêng và lý thuyết các không gian hàm. Hy
vọng, trong thời gian tới thiết lập được mối quan hệ giữa toán tử tích
phân kì dị, toán tử cực đại Hardy-Littlewood và toán tử Hausdorff.

Các kết quả chính của luận án đã được công bố trong 03 bài báo
trên các tạp chí khoa học chuyên ngành quốc tế có uy tín (trong danh
mục ISI và Scopus), đã được báo cáo tại:

• Xêmina Giải tích Khoa Toán, Trường Đại học Sư phạm Hà Nội 2.
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6. Cấu trúc của luận án

Ngoài phần mở đầu, kết luận, kiến nghị, danh mục các công trình
công bố và danh mục tài liệu tham khảo. Luận án gồm 4 chương:

• Chương 1 trình bày một số kiến thức chuẩn bị cần thiết cho các
chương sau;

• Chương 2 trình bày các kết quả về ước lượng chuẩn của toán tử
Hausdorff thô, tính bị chặn của giao hoán tử của nó trên các không
gian kiểu Morrey-Herz có trọng;

• Chương 3 trình bày các kết quả về ước lượng chuẩn của toán tử
Hausdorff đa tuyến tính trên các không gian kiểu Morrey-Herz có hai
trọng;

• Chương 4 trình bày các kết quả về tính bị chặn cho giao hoán tử
Hausdorff trên nhóm Heisenberg.
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này, chúng tôi trình bày một số khái niệm và kết quả
sẽ được sử dụng trong toàn bộ luận án. Bởi vì luận án nghiên cứu một
số kết quả đồng thời trên trường số thực và trên nhóm Heisenberg,
cho nên một số kiến thức cơ sở như không gian Lebesgue, bất đẳng
thức Minkowski, bất đẳng thức Hölder, điều kiện Hölder ngược, ... sẽ
được trình bày trên không gian đo được tổng quát và được sử dụng
cho cả hai trường hợp trên trường số thực và trên nhóm Heisenberg.
Bên cạnh đó, chúng tôi nhắc lại các không gian kiểu Morrey-Herz có
trọng và trình bày sơ lược về nhóm Heisenberg.

1.1. Không gian Lebesgue

Giả sử (X ,M,µ) là một không gian đo với µ là một độ đo σ-hữu
hạn trên σ-đại số M trong không gian X . Cho 0 < q < ∞, kí hiệu
Lq(X ,M,µ) hay Lq(X ) gồm các hàm f đo được trên X thỏa mãn

‖ f ‖Lq(X ) =

�
∫

X

| f (x)|qdµ

�
1
q

<∞. (1.1)

Kí hiệu L∞(X ) gồm các hàm giá trị phức, đo được trên X sao cho

‖ f ‖L∞(X ) = inf{B > 0 : µ({x ∈ X : | f (x)|> B}) = 0}<∞. (1.2)

Khi đó Lq(X ) với 0 < q < ∞ là một không gian vectơ trên trường
phức. Hai hàm trong không gian Lq(X ) được gọi là bằng nhau nếu
chúng bằng nhau từng điểm hầu khắp theo độ đo µ. Với 1 ≤ q <∞,
ta có Lq(X ) là một không gian Banach với chuẩn ‖ · ‖Lq(X ). Trường hợp
0< q < 1, không gian Lq(X ) là tựa Banach với tựa chuẩn ‖ · ‖Lq(X ).

Trường hợp X = Rn và dµ(x) =ω(x)d x trong đóω là hàm đo được
không âm, khả tích địa phương trên Rn thì ta kí hiệu Lq

ω(R
n) thay cho
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Lq(X ). Hơn nữa, hàm thử dưới đây sẽ được sử dụng trong phần tiếp
theo của luận án.

Ví dụ 1.1 ([84], trang 662). Với ε > 0 tùy ý. Ta đặt

fε(x) =







0 nếu |x | ≤ 1

|x |−
n
q
−ε nếu |x |> 1.

Khi đó, fε thuộc Lq(Rn) với mọi 0< q <∞.

Chứng minh. Thật vậy, ta có

‖ fε‖
q
Lq(Rn) =

∫

Rn

�

� fε(x)
�

�

q
d x =

∫

|x |>1

|x |−n−qεd x =
nπ

n
2

qεΓ
�

n
2
+ 1
� <∞.

Do đó, fε ∈ Lq(Rn).

Định lí 1.1. (Định lí hội tụ Lebesgue [[33], trang 54]) Giả sử { fk}∞k=1

là một dãy các hàm trong L1(X ) hội tụ điểm hầu khắp nơi theo độ đo
µ đến hàm f trên X và giả sử tồn tại một hàm g ∈ L1(X ) sao cho
| fk(x)| ≤ g(x), µ-hầu khắp nơi trên X với mọi k. Khi đó, f ∈ L1(X ) và
∫

X
f (x)dµ= limk→∞

∫

X
fk(x)dµ.

Định lí 1.2. (Bất đẳng thức Hölder [[70], trang 153]) Nếu f ∈ Lq(X )
và g ∈ Lq′(X ) thì f g ∈ L1(X ). Hơn nữa

‖ f g‖L1(X ) ≤ ‖ f ‖Lq(X )‖g‖Lq′(X ),

trong đó 1≤ q, q′ ≤∞ thỏa mãn 1
q
+ 1

q′
= 1.

Định lí 1.3. (Bất đẳng thức Minkowski [[70], trang 159]) Giả sử
(X ,M,µ) và (Y,N,ν) là các không gian đo σ-hữu hạn và f (x , y) là
một hàm giá trị phức với µ× ν-đo được trên X × Y sao cho với ν-hầu
khắp y ∈ Y, f (·, y) ∈ Lq(X ) với 1≤ q ≤∞. Khi đó
 

∫

X

�

�

�

�

�

∫

Y

f (x , y)dν(y)

�

�

�

�

�

q

dµ(x)

!

1
q

≤
∫

Y

�
∫

X

�

� f (x , y)
�

�

q
dµ(x)

�
1
q

dν(y),

với giả thiết vế trái của bất đẳng thức trên là hữu hạn.
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Định lí 1.4. (Fubini [[33], trang 68]) Giả sử (X ,M,µ) và (Y,N,ν) là
các không gian đo σ-hữu hạn và f (x , y) là một hàm đo được theo độ đo
λ= µ×ν . Nếu f (x , y) không âm hoặc khả tích trên tập A×B ∈M×N

thì ta có
∫

A×B

f (x , y)dλ=

∫

A

�
∫

B

f (x , y)dν

�

dµ=

∫

B

�
∫

A

f (x , y)dµ

�

dν .

1.2. Một số kí hiệu và các không gian hàm

Cho ‖T‖X→Y là chuẩn của toán tử T giữa hai không gian vectơ định
chuẩn X , Y . Với a ∈ Rn và r > 0, kí hiệu B(a, r) là hình cầu tâm a với
bán kính r. Kí hiệu Sn−1 = {x ∈ Rn : |x | = 1} và |Sn−1| =

2π
n
2

Γ
�

n
2

� . Với bất

kì số thực q > 0, kí hiệu q′ là số thực liên hợp của q sao cho 1
q
+ 1

q′
= 1.

Tiếp theo, viết a ® b có nghĩa có một hằng số dương C không phụ
thuộc vào biến sao cho a ≤ C b. Kí hiệu f ' g được hiểu là f tương
đương với g (C−1 f ≤ g ≤ C f ).

Cho E là tập đo được Lebesgue, kí hiệu χE là hàm đặc trưng của
E. Hàm trọng ω là hàm không âm và khả tích địa phương trên Rn và
ω(E) =

∫

E
ω(x)d x . Một số kí hiệu khác, χk = χCk

, Bk =
�

x ∈ Rn :
|x | ≤ 2k	 và Ck = Bk \ Bk−1, với mọi k ∈ Z.

Cho λ,λi là các số thực, β ,γ, β1,γ1, ...,βm,γm là các số thực lớn hơn
−n và 1≤ p, q <∞, 1≤ pi, qi <∞ với mọi i = 1, ..., m thỏa mãn

1

p1
+ · · ·+

1

pm
=

1

p
,

1

q1
+ · · ·+

1

qm
=

1

q
.

Cho ma trận A= (ai j)n×n khả nghịch có chuẩn xác định

‖A‖=





n
∑

i, j=1

|ai j|2




1
2

.

Ta có |Ax | ≤ ‖A‖|x | với bất kì x ∈ Rn và ‖A‖−n ≤ |det(A−1)| ≤ ‖A−1‖n.
Nếu Ai(t) là ma trận thực trực giao với hầu khắp t trên Rn và Ai(t)

15



thỏa mãn điều kiện

ρ~A := ess sup
t∈Rn,i=1,...,m

‖Ai(t)‖ · ‖A−1
i (t)‖<∞. (1.3)

Khi đó, ‖Ai(t)‖ ' ‖A−1
i (t)‖

−1 hơn nữa

‖Ai(t)‖η ® ‖A−1
i (t)‖

−η, với mọi η ∈ R, (1.4)

|Ai(t)x |η ¦ ‖A−1
i (t)‖

−η.|x |η, với mọi η ∈ R, x ∈ Rn. (1.5)

Không gian Lq
ω(R

n) với 0< q <∞ gồm tập các hàm f ∈ Lq(Rn) có

‖ f ‖Lq
ω(Rn) =

�
∫

Rn

| f (x)|qω(x)d x

�
1
q

<∞.

Không gian Lq
ω,loc(R

n) gồm các hàm f đo được trên Rn thỏa mãn
∫

K
| f (x)|qω(x)d x < ∞, với bất kì tập con compact K của Rn. Không

gian Lq
ω,loc(R

n \ {0}) được định nghĩa tương tự không gian Lq
ω,loc(R

n).

Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại định nghĩa về không gian Lipschitz, các
không gian như: không gian tâm Morrey, không gian Herz và không
gian Morrey-Herz trường hợp có một trọng và có hai trọng. Thông tin
về các không gian trên và ứng dụng trong giải tích, có thể tham khảo
trong [1], [9] và [15] hoặc cuốn sách chuyên khảo [63].

Định nghĩa 1.1. Cho 0 < β ≤ 1. Không gian Lipschitz Lipβ(Rn) gồm
các hàm f : Rn→ C sao cho

‖ f ‖Lipβ (Rn) = sup
x ,y∈Rn, x 6=y

| f (x)− f (y)|
|x − y|β

<∞.

Không gian Morrey được giới thiệu bởi Ch. B. Jr. Morrey (xem [66])
khi nghiên cứu hệ phương trình đạo hàm riêng tuyến tính cấp 2, được
ứng dụng trong nghiên cứu tính chính quy nghiệm. Đặc biệt, với hệ
eliptic phi tuyến, sử dụng để nghiên cứu tính bị chặn của một số toán
tử cổ điển trong giải tích điều hòa như toán tử Hardy-Littlewood cực
đại, toán tử tích phân kì dị Calderón-Zygmund (xem [50]). Về sau,
không gian tâm Morrey có trọng (xem [1]) được nghiên cứu xuất phát
từ tính trơn của nghiệm phương trình đạo hàm riêng.
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Định nghĩa 1.2. Cho 0< q <∞,λ ∈ R và 1+λq > 0. Không gian tâm
Morrey có trọng Ṁλ,q

ω (R
n) gồm các hàm f ∈ Lq

ω,loc(R
n) sao cho

‖ f ‖Ṁλ,q
ω (Rn) = sup

R>0

 

1

ω
�

B(0, R)
�1+λq

∫

B(0,R)

�

� f (x)
�

�

q
ω(x)d x

!1/q

<∞.

Định nghĩa 1.3. Cho 0 < q <∞,λ ∈ R và 1+ λq > 0. Giả sử v,ω là
hai hàm trọng. Không gian tâm Morrey có hai trọng Ṁλ,q

v,ω(R
n) gồm các

hàm f ∈ Lq
ω,loc(R

n) sao cho

‖ f ‖Ṁλ,q
v,ω(Rn) = sup

R>0

 

1

v(B(0, R))1+λq

∫

B(0,R)

| f (x)|qω(x)d x

!
1
q

= sup
R>0

1

v(B(0, R))λ+
1
q

‖ f ‖Lq
ω(B(0,R)) <∞.

Đặc biệt, nếu v =ω thì Ṁλ,q
v,ω(R

n) = Ṁλ,q
ω (R

n).

Không gian Herz (xem [45]) dùng để nghiên cứu tính liên tục của
toán tử trong giải tích điều hòa. Bên cạnh đó, không gian Herz đóng
vai trò quan trọng trong việc mô tả tính chất đặc trưng của hàm trong
không gian Hardy cổ điển. Về sau, không gian Herz có trọng được
nghiên cứu trong [9] và [63].

Định nghĩa 1.4. Cho 0< p, q <∞ và α ∈ R. Không gian Herz có trọng
K̇α,p,q
ω (Rn) gồm tập các hàm f ∈ Lq

ω,loc(R
n\{0}) sao cho

‖ f ‖K̇α,p,q
ω (Rn) =

�
∞
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk‖
p
Lq
ω(Rn)

�
1
p
<∞.

Nếu α= 0, p = q và ω= 1 thì K̇α,p,q
ω (Rn) = Lp(Rn).

Định nghĩa 1.5. Cho 0 < p, q < ∞ và α ∈ R. Giả sử v và ω là hai
hàm trọng. Không gian Herz có hai trọng K̇α,p,q

v,ω (R
n) gồm các hàm f ∈

Lq
ω,loc(R

n\{0}) sao cho

‖ f ‖K̇α,p,q
v,ω (Rn) =

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
αp
n ‖ f χk‖

p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

<∞.

Chú ý rằng, nếu v là hàm hằng thì K̇α,p,q
v,ω (R

n) = K̇α,p,q
ω (Rn).
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Năm 2005, Lu và Xu [61] đã giới thiệu không gian Morrey-Herz.
Sau đó, không gian Morrey-Herz có trọng được giới thiệu trong [31],
[62], [63].

Định nghĩa 1.6. Cho 0 < p, q < ∞,α ∈ R và λ ≥ 0. Không gian
Morrey-Herz có trọng MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) gồm các hàm f ∈ Lq
ω,loc(R

n\{0})
sao cho

‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) = sup

k0∈Z
2−k0λ

�

k0
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk‖
p
Lq
ω(Rn)

�
1
p
<∞.

Nếu λ= 0 thì MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) = K̇α,p,q

ω (Rn).

Định nghĩa 1.7. Cho 0 < p, q <∞,α ∈ R và λ ≥ 0. Giả sử v,ω là hai
hàm trọng. Không gian Morrey-Herz có hai trọng MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn) gồm
các hàm f ∈ Lq

ω,loc(R
n\{0}) sao cho

‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn) = sup

k0∈Z






v(Bk0

)−
λ

n





k0
∑

k=−∞

v(Bk)
αp
n ‖ f χk‖

p
Lq
ω(Rn)





1
p






<∞.

Nhận thấy, nếu v = ω là hằng số thì MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn) = MK̇α,λ,p,q

ω (Rn).
Hơn nữa, nếu cho λ = 0 thì MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn) = K̇α,p,q
v,ω (R

n). Một số ứng
dụng của không gian Morrey-Herz có hai trọng cho toán tử Hardy-
Cesàro, có thể tham khảo trong [9], [15].

1.3. Trọng thuần nhất, trọng lũy thừa và trọng Muck-
enhoupt

Định nghĩa 1.8. (xem [14], trang 700) Cho γ ∈ R. Kí hiệu Wγ gồm
các hàm ω đo được Lebesgue trên Rn, ω(x) > 0 với hầu khắp x ∈
Rn, 0 <

∫

Sn−1
ω(y)dσ(y) <∞ và ω là trọng thuần nhất tuyệt đối bậc

γ, nghĩa là ω(t x) = |t|γω(x) với mọi t ∈ R\{0}, x ∈ Rn.

Kí hiệu W =
⋃

γ

Wγ. Nhận thấy rằng W chứa cả trọng lũy thừa |x |γ

(xem [9], [14]). Các kết quả về sau, chúng tôi kí hiệu ω là một hàm
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trọng thuộcWγ. Bổ đề dưới đây là một kết quả quan trọng của các hàm
trọng Wγ.

Bổ đề 1.1. (xem [9]) Cho ω ∈Wγ và γ >−n. Khi đó, với bất kì m ∈ Z
tồn tại hằng số C = C(ω, n)> 0 sao cho

ω(Bm) = C |Bm|
γ+n

n và ω(Cm) = (1− 2−γ−n)ω(Bm).

Tiếp theo, trọng Muckenhoupt Aξ được nghiên cứu lần đầu bởi Ben-
jamin Muckenhoupt [68] trong không gian Euclidean, để mô tả các
hàm cực đại Hardy–Littlewood bị chặn trên không gian Lp có trọng.

Định nghĩa 1.9. Cho 1 < ξ <∞. Hàm trọng ω ∈ Aξ(Rn) nếu tồn tại
một hằng số C > 0 sao cho mọi hình cầu B ⊂ Rn,

�

1

|B|

∫

B

ω(x)d x

��

1

|B|

∫

B

ω(x)−
1
ξ−1 d x

�ξ−1

≤ C .

Trọng ω ∈ A1(Rn) nếu có một hằng số C > 0 sao cho với mọi hình cầu
B ⊂ Rn,

1

|B|

∫

B

ω(x)d x ≤ C essinf
x∈B

ω(x).

Kí hiệu A∞(Rn) = ∪
1≤ξ<∞

Aξ(Rn).

Điều đáng chú ý là A∞(Rn) có liên kết với điều kiện Hölder ngược.
Cụ thể hơn, nếu tồn tại r > 1 và hằng số C cố định sao cho

�

1

|B|

∫

B

ω(x)rd x

�
1
r

≤
C

|B|

∫

B

ω(x)d x ,

với mọi hình cầu B ⊂ Rn. Khi đó, ta nói ω thỏa mãn điều kiện Hölder
ngược có bậc r và kí hiệu ω ∈ RHr . Theo Định lí 19 và Hệ quả 21
trong [48], ω ∈ A∞ nếu và chỉ nếu tồn tại r > 1 sao cho ω ∈ RHr .
Hơn nữa, nếu ω ∈ RHr , r > 1 thì ω ∈ RHr+ε với ε > 0 nào đó. Ta viết
rω = sup{r > 1 :ω ∈ RHr} biểu thị chỉ số tới hạn của ω cho điều kiện
Hölder ngược.

Sau đây, chúng tôi nhắc lại các kết quả quan trọng liên quan đến
trọng Muckenhoupt (xem [36], [76]).
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Mệnh đề 1.1. i) Aξ(Rn) Aη(Rn), với 1≤ ξ < η <∞.
ii) Nếu ω ∈ Aξ(Rn), 1 < ξ < ∞ thì có ε > 0 sao cho ξ − ε > 1 và
ω ∈ Aξ−ε(Rn).

Mệnh đề 1.2. Nếu ω ∈ Aξ(Rn), 1 ≤ ξ <∞ thì với bất kì f ∈ L1
loc(R

n)
và bất kì hình cầu B ⊂ Rn,

1

|B|

∫

B

| f (x)|d x ≤ C

�

1

ω(B)

∫

B

| f (x)|ξω(x)d x

�
1
ξ

.

Mệnh đề 1.3. Cho ω ∈ Aξ∩RHδ, với ξ≥ 1 và δ > 1. Khi đó tồn tại hai
hằng số C1, C2 > 0 sao cho

C1

� |E|
|B|

�ξ

≤
ω(E)
ω(B)

≤ C2

� |E|
|B|

�
δ−1
δ

,

với bất kì tập con E đo được trong hình cầu B. Đặc biệt, với λ > 1 ta có

ω(B(x0,λR))≤ Cλnξω(B(x0, R)).

1.4. Nhóm Heisenberg

Lý thuyết về nhóm Heisenberg có vai trò quan trọng trong một
số ngành toán học như giải tích điều hòa, lý thuyết biểu diễn, giải
tích phức, phương trình đạo hàm riêng và cơ học lượng tử (xem [76],
[79]). Trong những năm gần đây, nhiều nhà toán học đã nghiên cứu
toán tử Hardy, toán tử Hardy-Cesàro có trọng và toán tử Hausdorff
trên nhóm Heisenberg (xem [21], [39], [72], [73], [81], [82], [83]).

Nhóm Heisenberg Hn là tập các ma trận cấp (n+ 2)× (n+ 2) có
dạng

Hn =















1 x z
0 In y
0 0 1









, x , y, z ∈ R2n×R







,

trong đó, In là ma trận đơn vị. Trên Hn xác định quy tắc nhân

x · y =
�

x1+ y1, ..., x2n+ y2n, x2n+1+ y2n+1+ 2
n
∑

j=1

(y j xn+ j − x j yn+ j)
�

,
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với x = (x1, ..., x2n, x2n+1), y = (y1, ..., y2n, y2n+1) ∈ R2n × R. Phần
tử đơn vị là 0 ∈ R2n × R và phần tử nghịch đảo của x là x−1 =
(−x1, ...,−x2n,−x2n+1).

Nhóm Heisenberg Hn là một không gian thuần nhất kiểu Coifman
và Weiss (xem [24]) với tính co giãn

δr x = (r x1, ..., r x2n, r2x2n+1), với mọi r > 0.

Khoảng cách trên nhóm Heisenberg Hn được xác định bởi

d(x , y) = |y−1 · x |h.

Cho E ⊆Hn, kí hiệu |E| là độ đo của tập E. Khi đó

|δr(E)|= rQ|E|, d(δr x) = rQd x ,

với Q = 2n+ 2 được gọi là số chiều thuần nhất. Ta có

|x |h =

 

�
2n
∑

i=1

x2
i

�2
+ x2

2n+1

!
1
4

.

Với x ∈ Hn, r > 0, các hình cầu và mặt cầu tâm x có bán kính r trên
Hn xác định bởi

B(x , r) = {y ∈Hn : d(x , y)< r},

B′(x , r) = {y ∈Hn : d(x , y)≤ r},

S(x , r) = {y ∈Hn : d(x , y) = r}.

Ta có
|B(x , r)|= |B(0, r)|= νQrQ,

ở đó, νQ là thể tích hình cầu đơn vị B(0,1) trên Hn với

νQ =
2πn+1/2Γ(n

2
)

Γ(n+ 1)Γ(n+1
2
)
.

Mặt cầu đơn vị S(0, 1) thường được kí hiệu SQ−1, và diện tích của SQ−1

là ωQ =QνQ ( xem [79]).
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Với bất kì tập đo được Lebesgue E, kí hiệu χE là hàm đặc trưng của
E, và ω(E) =

∫

E
ω(x)d x với bất kì hàm trọng ω là hàm không âm và

khả tích địa phương trên Hn. Kí hiệu χk = χCk
, Ck = Uk \ Uk−1, ở đó

Uk =
�

x ∈Hn : |x |h ≤ 2k	 với mọi k ∈ Z.

Ma trận A= (ai j)(2n+1)×(2n+1) có chuẩn xác định

‖A‖= sup
x∈Hn\{0}

|Ax |h
|x |h

.

Nếu A khả nghịch thì ta có ‖A‖−Q ≤
�

�det(A−1)
�

�≤


A−1




Q
. Hơn nữa, từ

|Ax |h ≤ ‖A‖|x |h và |x |h = |A−1Ax |h ≤ ‖A−1‖|Ax |h, suy ra

|x |αh min {‖A‖α,‖A−1‖−α} ≤ |Ax |αh ≤ |x |
α
h max {‖A‖α,‖A−1‖−α}, (1.6)

với bất kì α ∈ R và x ∈Hn \ {0}.

Tiếp theo, chúng tôi nhắc lại định nghĩa không gian `-tâm BMO
kiểu của John-Nirenberg trên nhóm Heisenberg. Để biết thêm thông
tin và ứng dụng trong giải tích điều hòa, có thể tham khảo trong [76].

Định nghĩa 1.10. Cho 1 ≤ q < ∞, ` < 1
Q

và ω là hàm trọng. Không

gian `-tâm BMO là C ṀO`,qω (H
n) gồm các hàm f ∈ Lq

ω,loc(H
n) sao cho

‖ f ‖C ṀO`,qω (Hn) = sup
R>0

 

1

ω(B(0, R))1+`q

∫

B(0,R)

| f (x)− fω,B(0,R)|qω(x)d x

!
1
q

,

(1.7)
ở đó,

fω,B(0,R) =
1

ω(B(0, R))

∫

B(0,R)

f (x)ω(x)d x .

Kí hiệu C ṀOq
ω(H

n) thay cho C ṀO0,q
ω (H

n).
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Chương 2

ƯỚC LƯỢNG CHUẨN CỦA TOÁN TỬ HAUSDORFF
THÔ HΦ,Ω VÀ TÍNH BỊ CHẶN CỦA GIAO HOÁN TỬ

H b
Φ,Ω TRÊN KHÔNG GIAN KIỂU MORREY–HERZ

Trong chương này, chúng tôi đưa ra điều kiện cần và đủ cho tính
bị chặn của toán tử Hausdorff thô (rough Hausdorff) HΦ,Ω trên các
không gian tâm Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-Herz có
trọng thuần nhất. Sau đó, chúng tôi có ước lượng chuẩn của toán tử
HΦ,Ω và kết luận mới về ước lượng chuẩn của toán tử Hardy, toán tử
Hardy liên hợp cho các không gian trên với trọng lũy thừa. Đưa ra điều
kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán tử toán tử Hausdorff thôH b

Φ,Ω

với biểu trưng thuộc không gian Lipschitz, trên các không gian tâm
Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-Herz có hai trọng thuần
nhất.

Nội dung của chương này dựa trên bài báo [1] trong danh mục
công trình đã công bố.

2.1. Giới thiệu

Năm 2012, Chen, Fan và Li [12] giới thiệu một dạng khác của toán
tử Hausdorff gọi là toán tử Hausdorff thô. Cho Φ : Rn→ C là hàm bán
kính đo được, Φ(x) = Φ(|x |) với mọi x ∈ Rn, và Ω : Sn−1 → C là hàm
đo được sao cho Ω(x) 6= 0 hầu khắp với x ∈ Sn−1. Toán tử Hausdorff
thô có công thức

HΦ,Ω f (x) =

∫

Rn

Φ
�

x |y|−1
�

|y|n
Ω
�

y ′
�

f (y)d y, x ∈ Rn. (2.1)
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Sử dụng phép đổi biến trong hệ tọa độ cực, ta có

HΦ,Ω f (x) =

∫ ∞

0

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)d t. (2.2)

Khi chọn Φ và Ω thích hợp, toán tử Hausdorff thô trở thành toán tử
Hardy và toán tử Hardy liên hợp. Cụ thể:
Chọn Φ(t) = t−nχ(1,∞)(t) và Ω≡ 1 ta có toán tử Hardy

H f (x) =
1

|x |n

∫

|y|≤|x |
f (y)d y. (2.3)

Chọn Φ(t) = χ(0,1)(t) và Ω≡ 1 ta có toán tử Hardy liên hợp

H ? f (x) =

∫

|y|>|x |

f (y)
|y|n

d y. (2.4)

Trong [12], các tác giả đã chứng minh được toán tửHΦ,Ω bị chặn trên
không gian Lp(Rn) với 1< p <∞,

‖HΦ,Ω f ‖Lp(Rn) ≤ ‖Ω‖Lp′(Sn−1)
|Sn−1|

1
p

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t

t
n
p d t‖ f ‖Lp(Rn),

và kết luận về tính bị chặn của toán tử Hardy, toán tử Hardy liên hợp

‖H f ‖Lp(Rn) ≤
|Sn−1|

n

p

p− 1
‖ f ‖Lp(Rn) (2.5)

‖H ? f ‖Lp(Rn) ≤ p
|Sn−1|

n
‖ f ‖Lp(Rn). (2.6)

Hơn nữa, Chen, Fan và Li đã nhận thấy toán tử Hausdorff thô tương
thích tốt hơn trên không gian Hardy kiểu Herz HK̇α,p

q (R
n) và không

gian Hardy H p(Rn) với 0 < p < 1. Khi đó, các tác giả đã đạt được các
kết quả mới tổng quát hơn các kết quả đã có cho toán tử Hardy nhiều
chiều cũng như toán tử Hardy liên hợp.

Thật thú vị khi thấy rằng, lý thuyết về các toán tử trung bình Hardy-
Littlewood có trọng, toán tử Hardy-Cesàro và toán tử Hausdorff đã
được phát triển trong các bối cảnh khác nhau (xem [6], [10], [14],
[15], [67], [84]). Năm 2016, N. M. Chương, Đ. V. Dương và H. D.
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Hưng [9] đã nghiên cứu tính bị chặn của toán tử Hardy-Cesàro và
giao hoán tử của nó trên không gian tâm Morrey, không gian Herz
và không gian Morrey-Herz có trọng thuần nhất. Từ các kết quả trên,
chúng tôi mở rộng các kết quả đã biết trong [9], [12] cho toán tử
Hausdorff thô và trên các không gian hàm tổng quát hơn.

Cho b ∈ Lipβ , 0 < β ≤ 1 là một hàm đo được,Mb là một toán tử
nhân xác định bởi Mb f (x) = b(x). f (x) với bất kỳ hàm f đo được.
Nếu H là một toán tử tuyến tính trên các không gian hàm đo được,
khi đó giao hoán tử kiểu Coifman-Rochberg-Weiss của Mb và H có
dạng

[Mb,H ] f (x) = (Mb ◦H −H ◦Mb) f (x).

Năm 1976, R. Coifman, R. Rochberg và G. Weiss [23] đã chứng minh
giao hoán tử của toán tử tích phân kì dị Calderón-Zygmund bị chặn
trên Lq(Rn) nếu và chỉ nếu b ∈ BMO(Rn), 1 < q <∞. Trong [34] các
tác giả đã nghiên cứu giao hoán tử của toán tử Hardy-Littlewood có
trọng trên các không gian Lebesgue. Về sau, các tác giả trong [78] đã
mở rộng trên không gian Morrey-Herz. KhiH =HΦ,Ω, ta có giao hoán
tử kiểu Coifman-Rochberg-Weiss của toán tử Hausdorff thô là

H b
Φ,Ω f (x) = b(x)HΦ,Ω f (x)−HΦ,Ω(b f )(x)

=

∫ ∞

0

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)

�

b(x)− b(|x |t−1 y ′)
�

dσ(y ′)d t. (2.7)

Ứng dụng của lý thuyết về giao hoán tử có đóng góp quan trọng
trong nghiên cứu tính chính quy nghiệm của phương trình đạo hàm
riêng, có thể tham khảo thêm trong [8], [28], [77].

Lý thuyết về các toán tử dạng thô như toán tử cực đại, toán tử tích
phân kì dị, toán tử giả vi phân, toán tử Hardy đóng vai trò quan trọng
trong giải tích điều hòa, phương trình đạo hàm riêng và lý thuyết về
các không gian hàm (xem [32], [35], [42], [43], [75], [76]). Do đó,
việc xuất hiện là tự nhiên khi mở rộng nghiên cứu toán tử Hausdorff
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thô trên một số không gian hàm được tổng quát. Có một mối liên hệ
giữa toán tử tích phân kì dị Calderón-Zygmund và toán tử Hausdorff.
Khi đó, Chen, Dai, Fan và Zhu [11] đã đưa ra kết quả mới về tính bị
chặn của toán tử Hausdorff trên không gian Lebesgue và không gian
Hardy. Hy vọng, trong thời gian tới, thiết lập được mối liên hệ giữa
toán tử tích phân kì dị dạng thô và toán tử Hausdorff.

2.2. Toán tử HΦ,Ω và lớp trọng lũy thừa

Trong mục này, chúng tôi trình bày kết quả về điều kiện cần và đủ
cho tính bị chặn của toán tử HΦ,Ω trên các không gian có trọng thuần
nhất như: không gian tâm Morrey (Định lí 2.1), không gian Herz (Định
lí 2.2), không gian Morrey-Herz (Định lí 2.3).

Định lí 2.1. Cho 1 ≤ q < ∞, 1 + λq > 0,λ ∈ R,γ > −n và Ω ∈
Lq′(Sn−1).
i) Nếu ω(x ′)≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1 và

C1 =

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t1+(n+γ)λ

d t <∞,

thìHΦ,Ω bị chặn trên Ṁλ,q
ω (R

n). Hơn nữa,

‖HΦ,Ω‖Ṁλ,q
ω (Rn)→Ṁλ,q

ω (Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.C1.

ii) Ngược lại, giả sử Ω ∈ Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′)) và Φ là hàm thực với
dấu không đổi trên Rn. Khi đó nếuHΦ,Ω bị chặn trên Ṁλ,q

ω (R
n) thì C1 <

∞. Hơn nữa, chúng ta có

‖HΦ,Ω‖Ṁλ,q
ω (Rn)→Ṁλ,q

ω (Rn) ≥
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

.C1.

Chứng minh. i) Trước hết, ta chứng minh điều kiện đủ của Định lí. Từ
(2.2) và áp dụng bất đẳng thức Minkowski, ta có

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
ω (Rn)

26



= sup
R>0

 

1

ω(B(0, R))1+λq

∫

B(0,R)

�

�

�

�

�

∫ ∞

0

 

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

!

d t

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

≤ sup
R>0

∫ ∞

0

 

∫

B(0,R)

1

ω(B(0, R))1+λq

|Φ(t)|q

tq

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

d t.

Sử dụng phép đổi biến u= x t−1, ta được

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
ω (Rn)

≤ sup
R>0

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

 

∫

B(0,t−1R)

1

ω(B(0, R))1+λq

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|u|y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(u)du

!

1
q

d t.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder ta có
∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|u|y ′)dσ(y ′)

≤

 

∫

Sn−1

| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

!
1
q
 

∫

Sn−1

|Ω(y ′)|q
′
dσ(y ′)

!
1
q′

=

 

∫

Sn−1

| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

!
1
q

‖Ω‖Lq′(Sn−1)
. (2.8)

Khi đó, suy ra

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
ω (Rn) ≤ ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

sup
R>0

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

Ψ(t, R)d t, (2.9)

ở đóΨ(t, R) :=
�

∫

B(0,t−1R)
1

ω(B(0,R))1+λq

�

∫

Sn−1
| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

�

ω(u)du
�

1
q .

Đặt u= r x ′, sử dụng điều kiện ω(x ′)≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1, ta có

Ψ(t, R)

=





1

ω(B(0, R))1+λq

∫ t−1R

0

∫

Sn−1

 

∫

Sn−1

| f (|r x ′|y ′)|qdσ(y ′)

!

ω(r x ′)dσ(x ′)rn−1dr





1
q

=ω(Sn−1)
1
q





1

ω(B(0, R))1+λq

∫ t−1R

0

rγ+n−1

 

∫

Sn−1

| f (r y ′)|qdσ(y ′)

!

dr





1
q

®ω(Sn−1)
1
q





1

ω(B(0, R))1+λq

∫ t−1R

0

rγ+n−1

 

∫

Sn−1

| f (r y ′)|qω(y ′)dσ(y ′)

!

dr





1
q
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®ω(Sn−1)
1
q

 

1

ω(B(0, R))1+λq

∫

B(0,t−1R)

| f (x)|qω(x)d x

!
1
q

. (2.10)

Mặt khác,

ω(B(0, t−1R)) =

∫

B(0,t−1R)

ω(z)dz =

∫

B(0,R)

t−(γ+n)ω(y)d y = t−(γ+n)ω(B(0, R)),

vì vậy

1

ω(B(0, R))1+λq
=

1

t(γ+n)(1+λq)ω(B(0, t−1R))1+λq
. (2.11)

Khi đó từ (2.9), (2.10) và (2.11), ta được

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
ω (Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

.

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t1+(n+γ)λ

d t.‖ f ‖Ṁλ,q
ω (Rn)

® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.C1.‖ f ‖Ṁλ,q

ω (Rn).

ii) Tiếp theo, ta chứng minh điều kiện cần của Định lí. Giả sửHΦ,Ω

bị chặn trên Ṁλ,q
ω (R

n). Ta chọn hàm

f (x) = |x |(n+γ)λ|Ω(x ′)|q
′−2Ω(x ′), với x ′ =

x

|x |
.

Khi đó

‖ f ‖Ṁλ,q
ω (Rn)

= sup
R>0

 

1

ω(B(0, R))1+λq

∫

B(0,R)

|x |(n+γ)λq|Ω(x)′|(q
′−2)p|Ω(x ′)|qω(x)d x

!
1
q

= sup
R>0

 

1

ω(B(0, R))1+λq

∫

B(0,R)

|x |(n+γ)λq|Ω(x)′|q
′
ω(x)d x

!
1
q

.

Vì γ >−n, nên có ω(B(0, R)) = Rn+γ

n+γ
ω(Sn−1) và

∫

B(0,R)

|x |(n+γ)λq|Ω(x ′)|q
′
ω(x)d x

=

∫ R

0

∫

Sn−1

|r x ′|(n+γ)λq|Ω(x ′)|q
′
ω(r x ′)rn−1dσ(x ′)dr
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=

 

∫ R

0

r(n+γ)(1+λq)−1dr

! 

∫

Sn−1

|Ω(x ′)|q
′
ω(x ′)dσ(x ′)

!

=
R(n+γ)(1+λq)

(n+ γ)(1+λq)
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
.

Suy ra

‖ f ‖Ṁλ,q
ω (Rn) =

�

n+ γ
ω(Sn−1)

�λ 1

(1+λq)
1
q

1

ω(Sn−1)
1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
<∞.

Từ việc chọn hàm f ở trên, ta có

HΦ,Ω f (x) =

∫ ∞

0

 

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

!

d t

=

∫ ∞

0

 

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′)

�

�|x |t−1 y ′
�

�

(n+γ)λ |Ω(y ′)|q
′−2Ω(y ′)dσ(y ′)

!

d t

= |x |(n+γ)λ
∫ ∞

0

Φ(t)
t

t−(n+γ)λ
 

∫

Sn−1

|Ω(y ′)|q
′
dσ(y ′)

!

d t

= ‖Ω‖p′

Lq′(Sn−1)
|x |(n+γ)λ

∫ ∞

0

Φ(t)

t1+(n+γ)λ
d t.

Từ đó

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
ω (Rn) ' ‖Ω‖

q′

Lq′(Sn−1)
‖|x |(n+γ)λ‖Ṁλ,q

ω (Rn)

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t1+(n+γ)λ

d t.

Mặt khác, vì ‖ f ‖Ṁλ,q
ω (Rn) ' ‖|x |

(n+γ)λ‖Ṁλ,q
ω (Rn)‖Ω‖

q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
, cho

nên

‖HΦ,Ω‖Ṁλ,q
ω (Rn)→Ṁλ,q

ω (Rn) ≥
‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q

ω (Rn)

‖ f ‖Ṁλ,q
ω (Rn)

¦
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t1+(n+γ)λ

d t.

Định lí được chứng minh.
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Định lí 2.2. Cho 1≤ p, q <∞,α ∈ R,γ ∈ R và Ω ∈ Lq′(Sn−1).
i) Nếu ω(x ′)≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1 và

C2 =

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α

d t <∞,

thìHΦ,Ω bị chặn trên K̇α,p,q
ω (Rn). Hơn nữa,

‖HΦ,Ω‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.C2.

ii) Ngược lại, giả sử Ω ∈ Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′)) và Φ là hàm thực có
dấu không đổi trên Rn. Khi đó nếu HΦ,Ω bị chặn trên K̇α,p,q

ω (Rn) thì
C2 <∞. Hơn nữa, chúng ta có

‖HΦ,Ω‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) ≥
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

.C2.

Chứng minh. i) Trước hết, ta chứng minh điều kiện đủ của Định lí. Áp
dụng bất đẳng thức Minkowski cùng phép đổi biến u= x t−1, ta được

‖HΦ,Ω f χk‖Lq
ω(Rn)

≤
∫ ∞

0

|Φ(t)|
t

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

d t

=

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q





∫

1
t
Ck

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|u|y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(u)du





1
q

d t.

(2.12)

Áp dụng bất đẳng thức Hölder như (2.8) và (2.12), suy ra

‖HΦ,Ω f χk‖Lq
ω(Rn)

≤
∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q







∫

1
t
Ck

�

�

�

�

�

�

 

∫

Sn−1

| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

!
1
q

‖Ω‖Lq′(Sn−1)

�

�

�

�

�

�

q

ω(u)du







1
q

d t

≤ ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

J (t)
1
q d t,
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ở đó, J (t) :=
∫

1
t
Ck

�

∫

Sn−1
| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

�

ω(u)du. Đặt u = r x ′ và

sử dụng điều kiện ω(x ′)≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1, ta được

J (t) =
∫

1
t
Ck

∫

Sn−1

 

∫

Sn−1

| f (|r x ′|y ′)|qdσ(y ′)

!

dσ(x ′)ω(r x ′)rn−1dr

=ω(Sn−1)

∫

1
t
Ck

rn−1+γ

 

∫

Sn−1

| f (r y ′)|qdσ(y ′)

!

dr

®
∫

1
t
Ck

rn−1+γ

 

∫

Sn−1

| f (r y ′)|qω(y ′)dσ(y ′)

!

dr = ‖ f χ 1
t
Ck
‖q

Lq
ω(Rn)

.

Suy ra

‖HΦ,Ω f χk‖Lq
ω(Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

‖ f χ 1
t
Ck
‖Lq

ω(Rn)d t.

Với mỗi t ∈ (0,∞), ta tìm số nguyên ` = `(t) sao cho 2`−1 < 1
t
≤ 2`.

Khi đó 1
t
Ck là tập con của Ck+`−1 ∪ Ck+`. Do vậy

‖ f χ 1
t
Ck
‖Lq

ω(Rn) ≤ ‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn).

Từ đó

‖HΦ,Ω f χk‖Lq
ω(Rn)

® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

d t. (2.13)

Với 1≤ p <∞, ta có

‖HΦ,Ω f ‖K̇α,p,q
ω (Rn) =

 

∞
∑

k=−∞

2kαp‖HΦ,Ω f (x)χk(x)‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

® ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q

 

∞
∑

k=−∞

2kαp
�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�p

!
1
p

d t.

Từ 2`−1 < 1
t
≤ 2`, dẫn đến

 

∞
∑

k=−∞

2kαp
�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�p

!
1
p
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≤

 

∞
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk+`−1‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

+

 

∞
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk+`‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

≤ (2−(`−1)α+ 2−`α)‖ f ‖K̇α,p,q
ω (Rn) ®

�

1

t

�−α

‖ f ‖K̇α,p,q
ω (Rn).

Do vậy,

‖HΦ,Ω f ‖K̇α,p,q
ω (Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

.

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α

.‖ f ‖K̇α,p,q
ω (Rn).

ii) Tiếp theo, ta chứng minh điều kiện cần của Định lí. Với m ∈ Z ta
chọn m đủ lớn sao cho α+ 1

2m 6= 0. Ta chọn hàm

fm(x) =







0, nếu |x |< 1,

|x |−α−
γ

q
− n

q
− 1

2m |Ω(x ′)|q
′−2Ω(x ′), nếu |x | ≥ 1.

Lập luận tương tự như [9], ta có thể chứng minh rằng fm ∈ K̇α,p,q
ω (Rn).

Thật vậy,

‖ fmχk‖Lq
ω(Rn) ≤

 

∫

Ck

�

�

�|x |−α−
γ

q
− n

q
− 1

2m |Ω(x ′)|q
′−2Ω(x ′)

�

�

�

q
ω(x)d x

!
1
q

≤

 

∫

Ck

∫

Sn−1

|r x ′|−αq−γ−n− q
2m |Ω(x ′)|q(q

′−1)ω(r x ′)rn−1dσ(x ′)dr

!
1
q

®

 

∫

Ck

r−αq− q
2m−1

 

∫

Sn−1

|Ω(x ′)|q(q
′−1)ω(x ′)dσ(x ′)

!

dr

!
1
q

®

 

∫

Ck

r−αq− q
2m−1dr

!
1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

= 2−k( 1
2m+α)

�

�

�

�

�

2q( 1
2m+α)− 1

( 1
2m +α)q

�

�

�

�

�

1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
.

Rõ ràng với k ≤ 0, thì ‖ fmχk‖Lq
ω(Rn) = 0. Do đó,

‖ fm‖K̇α,p,q
ω (Rn) =

 

∞
∑

k=−∞

2kαp‖ fmχk‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

32



≤







∞
∑

k=0

2kαp






2−k( 1

2m+α)

�

�

�

�

�

2q( 1
2m+α)− 1

( 1
2m +α)q

�

�

�

�

�

1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))







p





1
p

≤

�

�

�

�

�

2q( 1
2m+α)− 1

( 1
2m +α)q

�

�

�

�

�

1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

 

∞
∑

k=0

2kαp
�

2−k( 1
2m+α)

�p
!

1
p

≤

�

�

�

�

�

2q( 1
2m+α)− 1

( 1
2m +α)q

�

�

�

�

�

1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

 

∞
∑

k=0

2−
kp
2m

!
1
p

<∞.

Khi đó, ta được

HΦ,Ω fm =







0, nếu |x |< 1,
|x |−α−

γ

q
− n

q
− 1

2m×
×
∫

S(x)

�

∫

Sn−1

Φ(t)

t1− γq−
n
q −α−

1
2m
|Ω(y ′)|q

′
dσ(y ′)

�

d t, nếu |x | ≥ 1,

ở đó, S(x) = {1
t
∈ (0,∞) : ||x |t−1 y ′| ≥ 1}. Với k ∈ Z sao cho k ≥ 1,

chọn

Sk =
�

1

t
∈ (0,∞) : |t−1| ≥

1

2k−1

�

.

Dãy {Sk}k>0 tăng dần và tiến về (0,∞). Bây giờ chọn 1 ≤ m ≤ k. Khi
đó, với mọi x ∈ Ck, tồn tại tập con đo được A của (0,∞) với |A| = 0
sao cho

S(x)⊃ Sm\A.

Mặt khác, vì với mỗi k ≤ 0 thìHΦ,Ω fmχk = 0 nên ta có

‖HΦ,Ω fmχk‖Lq
ω(Rn)

=

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

|x |−α−
γ

q−
n
q−

1
2m

∫

Sk

 

∫

Sn−1

Φ(t)

t1− γq−
n
q−α−

1
2m
|Ω(y ′)|q

′
dσ(y ′)

!

d t

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

≥

 

∫

Ck

|x |−α−
γ

q−
n
q−

1
2mω(x)

 

∫

Sm

 

∫

Sn−1

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q−α−

1
2m
|Ω(y ′)|q

′
dσ(y ′)

!

d t

!q

d x

!
1
q

≥

 

∫

Sm

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q−α−

1
2m

d t

! 

∫

Ck

|x |−αq−γ−n− q
2mω(x)d x

!
1
q
 

∫

Sn−1

|Ω(y ′)|q
′
dσ(y ′)

!

=

∫

Sm

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q−α−

1
2m

d t.‖ f ′mχk‖Lq
ω(Rn).‖Ω‖

q′

Lq′ (Sn−1)
,
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ở đó,

f ′m(x) =







0, nếu |x |< 1,

|x |−α−
γ

q
− n

q
− 1

2m , nếu |x | ≥ 1.

Ta thấy rằng, ‖ f ′mχRn\B(0,1)‖Lq
ω(Rn) = 0 với mọi k ≤ 0. Vì thế

‖HΦ,Ω fm‖K̇α,p,q
ω (Rn)

≥

 

∞
∑

k=−∞

2kαp

 

∫

Sm

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α− 1

2m
d t‖ f ′mχk‖Lq

ω(Rn)‖Ω‖
q′

Lq′(Sn−1)

!p! 1
p

≥ ‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

 

∞
∑

k=−∞

2kαp‖ f ′mχk‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p
 

∫

Sm

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α− 1

2m
d t

!

≥ ‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)







∞
∑

k=m

2kαp2−kp( 1
2m+α)

�

�

�

�

�

2q( 1
2m+α)− 1

( 1
2m +α)q

�

�

�

�

�

p
q







1
p

C2(m)

≥ ‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)
2−

m
2m

 

∞
∑

k=0

2−
kp
2m

!
1
p
�

�

�

�

�

2q( 1
2m+α)− 1

( 1
2m +α)q

�

�

�

�

�

1
q

C2(m),

ở đó, C2(m) :=
∫

Sm

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q−α−

1
2m

d t. Từ việcHΦ,Ω bị chặn trên K̇α,p,q
ω (Rn),

suy ra

‖HΦ,Ω‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) ≥
‖HΦ,Ω fm‖K̇α,p,q

ω (Rn)

‖ fm‖K̇α,p,q
ω (Rn)

≥
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)
2−

m
2m

�

∞
∑

k=0
2−

kp
2m

�
1
p
�

�

�

�

2q( 1
2m +α)−1
( 1

2m+α)q

�

�

�

�

1
q

C2(m)

�

�

�

�

2q( 1
2m +α)−1
( 1

2m+α)q

�

�

�

�

1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

�

∞
∑

k=0
2−

kp
2m

�
1
p

≥
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

.2−
m

2m

∫

Sm

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α− 1

2m
d t.
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Khi m→∞, áp dụng định lí hội tụ bị chặn Lebesgue ta được

‖HΦ,Ω‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) ¦
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

.

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α

d t.

Định lí được chứng minh.

Định lí 2.3. Cho 0 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞,α ∈ R,γ ∈ R,λ > 0 và
Ω ∈ Lq′(Sn−1).
i) Nếu ω(x ′)≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1 và

C3 =

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t <∞,

thìHΦ,Ω bị chặn trên MK̇α,λ,p,q
ω (Rn). Hơn nữa,

‖HΦ,Ω‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

.C3.

ii) Ngược lại, giả sử Ω ∈ Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′)), Φ là hàm thực với
dấu không đổi trên Rn. Khi đó nếu HΦ,Ω bị chặn trên MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) thì
C3 <∞. Hơn nữa, chúng ta có

‖HΦ,Ω‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)→MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) ≥
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

.C3.

Chứng minh. i) Trước hết, ta chứng minh điều kiện đủ của Định lí. Từ
(2.13) ta được

‖HΦ,Ω f χk‖Lq
ω(Rn)

® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

d t.

Trường hợp 1: Với 1≤ p <∞

‖HΦ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) = sup

k0∈Z
2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kαp‖HΦ,Ω f (x)χk(x)‖
p
Lq
ω(Rn)





1
p
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® sup
k0∈Z

2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kαp

�

‖Ω‖Lq′ (Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

d t

�p




1
p

® ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

sup
k0∈Z

2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kαp
�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�p





1
p

d t.

Mặt khác,

sup
k0∈Z

2−k0λ

 

k0
∑

k=−∞

2kαp
�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�p

!
1
p

≤ sup
k0∈Z

2−k0λ

 

k0
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk+`−1‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

+ sup
k0∈Z

2−k0λ

 

k0
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk+`‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

® 2`(λ−α)‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) ®

�

1

t

�λ−α

‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn).

Do vậy,

‖HΦ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

�

1

t

�λ−α

‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)d t

® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t.‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn).

Trường hợp 2: Với 0 < p < 1. Từ định nghĩa không gian Morrey-Herz
có trọng ta có

‖ f χk‖Lq
ω(Rn) ≤ 2k(λ−α)‖ f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn).

Với mọi f ∈ MK̇α,λ,p,q
ω (Rn), bởi (2.13) nên ta có

‖HΦ,Ω f χk‖Lq
ω(Rn) ® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

 

∑

i=−1,0

2(k+`+i)(λ−α)‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)

!

d t,

với mọi k ∈ Z. Do vậy,

‖HΦ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) = sup

k0∈Z
2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kαp‖HΦ,Ω f (x)χk(x)‖
p
Lq
ω(Rn)





1
p

® ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
‖ f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn). sup
k0∈Z

2−k0λ×

×





k0
∑

k=−∞

2kαp

 

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q

 

∑

i=−1,0

2(k+`+i)(λ−α)

!

d t

!p



1
p

.
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Từ 2`−1 < 1
t
≤ 2` và λ > 0. Ta có ước lượng

∑

i=−1,0

2(k+`+i)(λ−α) ®
�

1

t

�λ−α

2k(λ−α)
∑

i=−1,0

2i(λ−α).

Do đó,

‖HΦ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)

® ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
‖ f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) sup
k0∈Z

 

k0
∑

k=−∞

2(k−k0)λp

!
1
p �∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q+λ−α

d t

�

∑

i=−1,0

2i(λ−α)

® ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
‖ f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) sup
k0∈Z

 

k0
∑

k=−∞

2(k−k0)λp

!
1
p �∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q+λ−α

d t

�

® ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
.

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q+λ−α

d t.‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn).

(ii) Tiếp theo, ta chứng minh điều kiện cần của Định lí. Giả sử HΦ,Ω

bị chặn trên MK̇α,λ,p,q
ω (Rn). Khi đó, ta chọn hàm

f (x) = |x |−α−
γ

q
− n

q
+λ|Ω(x ′)|q

′−2Ω(x ′).

Ta có

‖ f χk‖Lq
ω(Rn) =

�
∫

Rn

||x |−α−
γ

q
− n

q
+λ|Ω(x ′)|q

′−2.Ω(x ′)χk|qω(x)d x

�
1
q

=

 

∫

Ck

∫

Sn−1

r−αq−γ−n+λq|Ω(x ′)|q
′
rγω(x ′)rn−1dσ(x ′)dr

!
1
q

=

 

∫

Ck

r−αq+λq−1dr

∫

Sn−1

|Ω(x ′)|q
′
ω(x ′)dσ(x ′)

!
1
q

=

 

∫

Ck

r−αq+λq−1dr

!
1
q

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

=







ln 2.‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
, nếu α= λ,

2k(λ−α)
�

�

�

1−2−q(λ−α)

q(λ−α)

�

�

�

1
q ‖Ω‖

q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
, nếu α 6= λ.
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Vì thế,

‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) = sup

k0∈Z
2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kαp‖ f χk‖
p
Lq
ω(Rn)





1
p

® ‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
sup
k0∈Z

2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kαp
�

2k(λ−α)
�p





1
p

® ‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
sup
k0∈Z

2−k0λ





k0
∑

k=−∞

2kλp





1
p

<∞.

Mặt khác, ta cũng có

HΦ,Ω f (x) =

∫ ∞

0

 

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

!

d t

= |x |−α−
γ

q
− n

q
+λ.

∫ ∞

0

Φ(t)
t

tα+
γ

q
+ n

q
−λ

 

∫

Sn−1

|Ω(y ′)|q
′
dσ(y ′)

!

d t

= |x |−α−
γ

q
− n

q
+λ.‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

Φ(t)

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t.

Từ đó, dẫn đến

‖HΦ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) ' ‖|x |

−α− γ
q
− n

q
+λ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn).‖Ω‖
q′

Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

Φ(t)

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t.

Vì vậy

‖HΦ,Ω‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)→MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) ≥
‖HΦ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn)

‖ f ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)

¦

∫∞
0

Φ(t)

t1− γq−
n
q+λ−α

d t‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)
‖|x |−α−

γ

q
− n

q
+λ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))
‖|x |−α−

γ

q
− n

q
+λ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Rn)

¦
‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

.

∫ ∞

0

Φ(t)

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t.

Định lí được chứng minh.
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Nhận xét rằng, nếu ω(x) = |x |γ thì ta có ω(x ′) = 1 với mọi x ′ ∈
Sn−1. Từ đó suy ra

‖Ω‖q′

Lq′(Sn−1)

‖Ω‖
q′

q

Lq′(Sn−1,ω(x ′)dσ(x ′))

= ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.

Như là các trường hợp đặc biệt của Định lí 2.1, Định lí 2.2 và Định lí
2.3 ta nhận được các hệ quả về ước lượng chuẩn của toán tửHΦ,Ω trên
các không gian hàm có trọng lũy thừa như: không gian tâm Morrey
(Hệ quả 2.1), không gian Herz (Hệ quả 2.2), không gian Morrey-Herz
(Hệ quả 2.3).

Hệ quả 2.1. Cho 1≤ q <∞, 1+λq > 0 và λ ∈ R. Giả sử Ω ∈ Lq′(Sn−1),
ω(x) = |x |γ với γ > −n và Φ là hàm bán kính không âm. Khi đó, HΦ,Ω

bị chặn trên Ṁλ,q
ω (R

n) nếu và chỉ nếu

C1.1 =

∫ ∞

0

Φ(t)

t1+(n+γ)λ
d t <∞.

Hơn nữa, ‖HΦ,Ω‖Ṁλ,q
ω (Rn)→Ṁλ,q

ω (Rn) ' ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.C1.1.

Hệ quả 2.1 là mở rộng và củng cố lại các kết quả có trong [12].

Hệ quả 2.2. Cho 1 ≤ p, q < ∞,α ∈ R, Ω ∈ Lq′(Sn−1) và ω(x) = |x |γ

với γ ∈ R. Giả sử Φ là hàm bán kính không âm. Khi đó, HΦ,Ω bị chặn
trên K̇α,p,q

ω (Rn) nếu và chỉ nếu

C2.1 =

∫ ∞

0

Φ(t)

t1− γ
q
− n

q
−α

d t <∞.

Hơn nữa,‖HΦ,Ω‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) ' ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.C2.1.

Mặt khác, vì Kα/p,p
p (Rn) = Lp(|x |αd x) nên Hệ quả 2.2 là mở rộng

của Định lí 3.1 trong [12] trên không gian Lebesgue với trọng lũy thừa.

Hệ quả 2.3. Cho 0 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞,α ∈ R,γ ∈ R và λ > 0. Giả
sử Ω ∈ Lq′(Sn−1), ω(x) = |x |γ và Φ là hàm bán kính không âm. Khi đó,
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HΦ,Ω bị chặn trên MK̇α,λ,p,q
ω (Rn) nếu và chỉ nếu

C3.1 =

∫ ∞

0

Φ(t)

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t <∞.

Hơn nữa,‖HΦ,Ω‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)→MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) ' ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.C3.1.

Đặc biệt, chúng tôi đạt được kết luận mới về bất đẳng thức cho toán
tử Hardy và toán tử Hardy liên hợp nhiều chiều là mở rộng các kết quả
của Christ và Grafakos trong [13], trên các không gian có trọng lũy
thừa như: không gian tâm Morrey (Hệ quả 2.4), không gian Herz (Hệ
quả 2.5), không gian Morrey-Herz (Hệ quả 2.6).

Hệ quả 2.4. Cho 1 ≤ q < ∞, 1+ λq > 0,λ ∈ R, và ω(x) = |x |γ với
γ >−n. Khi đó, toán tử Hardy bị chặn trên Ṁλ,q

ω (R
n) nếu và chỉ nếu

C1.2 =

∫ ∞

1

1

tn+1+(n+γ)λ
d t <∞.

Hơn nữa, ‖H ‖Ṁλ,q
ω (Rn)→Ṁλ,q

ω (Rn) 'C1.2. Tương tự, toán tử Hardy liên hợp
bị chặn trên Ṁλ,q

ω (R
n) nếu và chỉ nếu

C1.3 =

∫ 1

0

1

t1+(n+γ)λ
d t <∞.

Hơn nữa, ‖H ?‖Ṁλ,q
ω (Rn)→Ṁλ,q

ω (Rn) 'C1.3.

Hệ quả 2.5. Cho 1 ≤ p, q < ∞,α ∈ R và ω(x) = |x |γ với γ ∈ R. Khi
đó, toán tử Hardy bị chặn trên K̇α,p,q

ω (Rn) nếu và chỉ nếu

C2.2 =

∫ ∞

1

1

tn+1− γ
q
− n

q
−α

d t <∞.

Hơn nữa, ‖H ‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) ' C2.2. Tương tự, toán tử Hardy liên
hợp bị chặn trên K̇α,p,q

ω (Rn) nếu và chỉ nếu

C2.3 =

∫ 1

0

1

t1− γ
q
− n

q
−α

d t <∞.

Hơn nữa, ‖H ?‖K̇α,p,q
ω (Rn)→K̇α,p,q

ω (Rn) 'C2.3.
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Hệ quả 2.6. Cho 0 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞,α ∈ R,γ ∈ R, λ > 0 và
ω(x) = |x |γ. Khi đó, toán tử Hardy bị chặn trên MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) nếu và
chỉ nếu

C3.2 =

∫ ∞

1

1

tn+1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t <∞.

Hơn nữa, ta có ‖H ‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)→MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) ' C3.2. Tương tự, toán tử
Hardy liên hợp bị chặn trên MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) nếu và chỉ nếu

C3.3 =

∫ 1

0

1

t1− γ
q
− n

q
+λ−α

d t <∞.

Hơn nữa, ta có ‖H ?‖MK̇α,λ,p,q
ω (Rn)→MK̇α,λ,p,q

ω (Rn) 'C3.3.

2.3. Giao hoán tử H b
Φ,Ω và lớp trọng thuần nhất

Trong mục này, chúng tôi đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của
giao hoán tửH b

Φ,Ω với biểu trưng thuộc không gian Lipschitz, trên các
không gian có hai trọng thuần nhất như: không gian tâm Morrey (Định
lí 2.4), không gian Herz (Định lí 2.5), không gian Morrey-Herz (Định
lí 2.6).

Trước khi trình bày kết quả chính của mục này, chúng tôi đưa ra bất
đẳng thức sau

|b(x)− b(|x |t−1 y ′)| ≤ ‖b‖Lipβ .‖x − |x |t−1 y ′‖β

≤ ‖b‖Lipβ .|x |β(1+ t−1)β , ∀t > 0, y ′ ∈ Sn−1. (2.14)

Định lí 2.4. Cho 1 ≤ q < ∞, Ω ∈ Lp′(Sn−1) và b ∈ Lipβ(Rn) với
0 < β ≤ 1. Giả sử v,ω ∈ Wγ, γ > −n và ω(x ′) ≥ c > 0 với mọi
x ′ ∈ Sn−1. Nếu λ1 = λ−

βq
n+γ
> 0 và

C4 =

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1+(γ+n)λ1−1
q (1+ t−1)−β

d t <∞,

thìH b
Φ,Ω bị chặn từ Ṁλ1,q

v,ω (R
n) đến Ṁλ,q

v,ω(R
n).
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Chứng minh. Với x ∈ B(0, R), ta có |x |β ≤ |B(0, R)|
β

n và v(B(0, R)) '
|B(0, R)|

n+γ
n với mọi γ > −n. Từ kết quả trên và (2.14), với mọi f ∈

Ṁλ1,q
v,ω (R

n) ta có

‖H b
Φ,Ω f ‖Ṁλ,q

v,ω(Rn) = sup
R>0

 

1

v(B(0, R))1+λq

∫

B(0,R)

�

�

�H b
Φ,Ω f

�

�

�

q
ω(x)d x

!
1
q

≤ ‖b‖Lipβ sup
R>0

 

1

v(B(0, R))1+λq

∫

B(0,R)

�

�

�

�

�

∫ ∞

0

∫

Sn−1

Φ(t)

t(1+ t−1)−β
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)

× |x |βdσ(y ′)d t
�

�

�

q
ω(x)d x

�
1
q

® ‖b‖Lipβ sup
R>0

 

1

v(B(0, R))λ1

∫

B(0,R)

�

�

�

�

�

∫ ∞

0

∫

Sn−1

Φ(t)

t(1+ t−1)−β
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)

× dσ(y ′)d t
�

�

�

q
ω(x)d x

�
1
q
,

ở đó λ1 = λ−
βq

n+γ
. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski và phép đổi

biến u= x t−1, ta được

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
v,ω(Rn) ® ‖b‖Lipβ sup

R>0

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t(1+ t−1)−β

×

×

 

1

v(B(0, R))λ1

∫

B(0,R)

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

d t

® ‖b‖Lipβ sup
R>0

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
×

×

 

1

v(B(0, R))λ1

∫

B(0,t−1R)

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|u|y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(u)du

!

1
q

d t.

Từ (2.8), suy ra

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
v,ω(Rn) ® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lp′ (Sn−1)

sup
R>0

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q (1+ t−1)−β

F (t)d t, (2.15)

ở đóF (t) :=
�

1
v(B(0,R))λ1

∫

B(0,t−1R)

�

∫

Sn−1
| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

�

ω(u)du
�

1
q .

Đặt u= r x ′. Khi đó ta có

F (t) =

 

1

v(B(0, R))λ1

∫

B(0,R)

∫

Sn−1

 

∫

Sn−1

| f (|r x ′|y ′)|qdσ(y ′)

!

dσ(x ′)ω(r x ′)rn−1dr

!
1
q
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=ω(Sn−1)
1
q

 

1

v(B(0, R))λ1

∫

B(0,R)

rγ+n−1

 

∫

Sn−1

| f (|r|y ′)|qdσ(y ′)

!

dr

!
1
q

®

 

1

v(B(0, R))λ1

∫

B(0,R)

rγ+n−1

 

∫

Sn−1

| f (|r|y ′)|qdσ(y ′)

!

dr

!
1
q

. (2.16)

Chú ý rằng, 1
v(B(0,R))λ1

= 1
t(γ+n)λ1 v(B(0,t−1R))λ1

. Từ (2.15), (2.16) và điều
kiện ω(x ′)≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1, ta được

‖HΦ,Ω f ‖Ṁλ,q
v,ω(Rn)

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lp′(Sn−1)
sup
R>0

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β

�

1

t(γ+n)λ1 v(B(0, t−1R))λ1

×
∫

B(0,t−1R)

rγ+n−1

 

∫

Sn−1

| f (|r|y ′)|qω(y ′)dσ(y ′)

!

dr

!
1
q

d t

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lp′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1+(γ+n)λ1−1
q (1+ t−1)−β

sup
R>0

�

1

v(B(0, t−1R))λ1

×
∫

B(0,t−1R)

rγ+n−1

 

∫

Sn−1

| f (|r|y ′)|qω(y ′)dσ(y ′)

!

dr

!
1
q

d t

® ‖b‖Lipβ .‖Ω‖Lp′(Sn−1)
.

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1+(γ+n)λ1−1
q (1+ t−1)−β

d t.‖ f ‖Ṁλ1,q
v,ω (Rn).

Định lí được chứng minh.

Định lí 2.5. Cho 1 ≤ p, q < ∞, Ω ∈ Lq′(Sn−1) và b ∈ Lipβ(Rn) với
0 < β ≤ 1. Giả sử v,ω ∈ Wγ, γ > −n và ω(x ′) ≥ c > 0 với mọi
x ′ ∈ Sn−1. Nếu α1 = α2+

nβ
n+γ

và

C5 =

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α1

�

1+ γ
n

�

(1+ t−1)−β
d t <∞,

thìH b
Φ,Ω bị chặn từ K̇α1,p,q

v,ω (Rn) đến K̇α2,p,q
v,ω (Rn).

Chứng minh. Cho f ∈ K̇α1,p,q
v,ω (Rn). Với bất kỳ k ∈ Z, từ (2.14) và áp

dụng bất đẳng thức Minkowski, ta có

‖H b
Φ,Ω f χk‖Lq

ω(Rn)
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=

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

∫ ∞

0

∫

Sn−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)

�

b(x)− b(|x |t−1 y ′)
�

dσ(y ′)d t

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

≤

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

∫ ∞

0

∫

Sn−1

|Φ(t)|
t
Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)‖b‖Lipβ |x |β(1+ t−1)βdσ(y ′)d t

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

® ‖b‖Lipβ

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

∫ ∞

0

∫

Sn−1

|Φ(t)|
t(1+ t−1)−β

Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)|x |βdσ(y ′)d t

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

® ‖b‖Lipβ

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t(1+ t−1)−β

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)|x |βdσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

d t

® ‖b‖Lipβ |Bk|
β

n

∫ ∞

0

|Φ(t)|
t(1+ t−1)−β

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|x |t−1 y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

d t.

Sử dụng phép đổi biến u= x t−1 và (2.8), dẫn đến

‖H b
Φ,Ω f χk‖Lq

ω(Rn)

® ‖b‖Lipβ |Bk|
β

n

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β





∫

1
t
Ck

�

�

�

�

�

∫

Sn−1

Ω(y ′) f (|u|y ′)dσ(y ′)

�

�

�

�

�

q

ω(u)du





1
q

d t

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
|Bk|

β

n

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
�

J (t,ω)
�

1
q d t

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
|Bk|

β

n

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
‖ f χ 1

t
Ck
‖Lq

ω(Rn)d t

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
|Bk|

β

n

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

d t,

(2.17)

ở đó, J (t,ω) :=
∫

1
t
Ck

�

∫

Sn−1
| f (|u|y ′)|qdσ(y ′)

�

ω(u)du và ` = `(t)

là số nguyên sao cho 2` ' t−1. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski với
1≤ p <∞, ta có

‖H b
Φ,Ω f ‖K̇α2,p,q

v,ω (Rn) =

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n‖H b

Φ,Ω f χk‖
p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n ×

×

 

|Bk|
β

n

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

d t

!p! 1
p
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® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
Bd t,

ở đóB :=

�

∞
∑

k=−∞
v(Bk)

α2
p
n |Bk|

β

n
p
�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�p
�

1
p

.

Hơn nữa,

B ≤

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n |Bk|

β

n
p‖ f χk+`−1‖

p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

+

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n |Bk|

β

n
p‖ f χk+`‖

p
Lq
ω(Rn)

!
1
p

.

Từ Bổ đề 1.1, do |Bk|

v(Bk)
n

n+γ
là một hằng số ta suy ra

v(Bk)
v(Bk+`+i)

= 2−(`+i)(n+γ), i =−1, 0. (2.18)

Với α1 = α2+
nβ

n+γ
và 2` ' t−1 ta có

B ≤

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk+`−1)
α1

p
n‖ f χk+`−1‖

p
Lq
ω(Rn)

!
1
p � v(Bk)

v(Bk+`−1)

�

α1
n

 

|Bk|

v(Bk)
n

n+γ

!
β

n

+

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk+`)
α1

p
n‖ f χk+`‖

p
Lq
ω(Rn)

!
1
p � v(Bk)

v(Bk+`)

�

α1
n

 

|Bk|

v(Bk)
n

n+γ

!
β

n

≤

 

�

v(Bk)
v(Bk+`−1)

�

α1
n

+
�

v(Bk)
v(Bk+`)

�

α1
n

! 

|Bk|

v(Bk)
n

n+γ

!
β

n

‖ f ‖K̇α1,p,q
v,ω (Rn)

®
�

2−(`−1)α1

�

1+ γ
n

�

+ 2−`α1

�

1+ γ
n

�
�

‖ f ‖K̇α1,p,q
v,ω (Rn) ®

�

1

t

�−α1

�

1+ γ
n

�

‖ f ‖K̇α1,p,q
v,ω (Rn).

Do vậy,

‖H b
Φ,Ω f ‖K̇α2,p,q

v,ω (Rn)

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β

�

1

t

�−α1

�

1+ γ
n

�

‖ f ‖K̇α1,p,q
v,ω (Rn)d t

® ‖b‖Lipβ .‖Ω‖Lq′(Sn−1)
.

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
−α1

�

1+ γ
n

�

(1+ t−1)−β
d t.‖ f ‖K̇α1,p,q

v,ω (Rn).

Định lí được chứng minh.
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Định lí 2.6. Cho 0 < p <∞, 1 ≤ q <∞, Ω ∈ Lq′(Sn−1), λ > 0 và b ∈
Lipβ(Rn) với 0 < β ≤ 1. Giả sử v,ω ∈ Wγ, γ > −n và ω(x ′) ≥ c > 0
với mọi x ′ ∈ Sn−1. Nếu α1 = α2+

nβ
n+γ

và

C6 =

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
+(λ−α1)

�

1+ γ
n

�

(1+ t−1)−β
d t <∞,

thìH b
Φ,Ω bị chặn từ MK̇α1,λ,p,q

v,ω (Rn) đến MK̇α2,λ,p,q
v,ω (Rn).

Chứng minh. Tương tự như Định lí 2.2, ước lượng cho (2.17) ta xét
hai trường hợp.
Trường hợp 1: Với 1 ≤ p <∞. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski, Bổ
đề 1.1 và (2.18) ta có

‖H b
Φ,Ω f ‖MK̇α2,λ,p,q

v,ω (Rn)

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)
sup
k0∈Z



v(Bk0
)−

λ

n





k0
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n

�

|Bk|
β

n

×
∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

d t

!p! 1
p







® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
fBd t,

ở đó,

fB := sup
k0∈Z






v(Bk0

)−
λ

n





k0
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n

�

|Bk|
β

n

�

‖ f χk+`−1‖Lq
ω(Rn)+ ‖ f χk+`‖Lq

ω(Rn)

�

�p




1
p






,

và `= `(t) là một số nguyên sao cho 2` ' t−1. Khi đó

fB ≤ sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λ

n





k0
∑

k=−∞

v(Bk+`−1)
α1

p
n‖ f χk+`−1‖

p
Lq
ω(Rn)





1
p

×

×
�

v(Bk)
v(Bk+`−1)

�

α1
n

 

|Bk|

v(Bk)
n

n+γ

!
β

n

+ sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λ

n×
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×





k0
∑

k=−∞

v(Bk+`)
α1

p
n‖ f χk+`‖

p
Lq
ω(Rn)





1
p � v(Bk)

v(Bk+`)

�

α1
n

 

|Bk|

v(Bk)
n

n+γ

!
β

n

≤

 

�

v(Bk)
v(Bk+`−1)

�

α1
n

+
�

v(Bk)
v(Bk+`)

�

α1
n

! 

|Bk|

v(Bk)
n

n+γ

!
β

n

‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q
v,ω (Rn)

® 2`λ
�

1+ γ
n

�
�

2−(`−1)α1

�

1+ γ
n

�

+ 2−`α1

�

1+ γ
n

�
�

‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q
v,ω (Rn)

®
�

1

t

�(λ−α1)
�

1+ γ
n

�

‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q
v,ω (Rn).

Suy ra

‖H b
Φ,Ω f ‖MK̇α2,λ,p,q

v,ω (Rn)

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β

�

1

t

�(λ−α1)
�

1+ γ
n

�

‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q
v,ω (Rn)d t

® ‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′(Sn−1)

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q
+(λ−α1)

�

1+ γ
n

�

(1+ t−1)−β
‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q

v,ω (Rn)d t.

Trường hợp 2: Với 0< p < 1. Ta có

‖ f χk+`+i‖Lq
ω(Rn) ≤ v(Bk+`+i)

λ−α1
n v(Bk+`+i)

−λ
n





k+`+i
∑

j=−∞
v(B j)

α1p
n ‖ f χ j‖

p
Lq
ω(Rn)





1
p

≤ v(Bk+`+i)
λ−α1

n ‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q
v,ω (Rn), i =−1,0.

Kết hợp điều này với (2.17) ta nhận được
‖H b

Φ,Ω f ‖MK̇α2,λ,p,q
v,ω (Rn)

®
∑

i=−1,0

‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q

v,ω (Rn) sup
k0∈Z

�

v(Bk0
)−

λ

n ×

×





k0
∑

k=−∞

v(Bk)
α2

p
n |Bk|

βp
n

 

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
v(Bk+`+i)

λ−α1
n d t

!p



1
p







®
∑

i=−1,0

‖b‖Lipβ‖Ω‖Lq′ (Sn−1)
‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q

v,ω (Rn) sup
k0∈Z





k0
∑

k=−∞

 

∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γ
q
− n

q (1+ t−1)−β
T d t

!p



1
p

,

ở đó, T := v(Bk0
)−

λ

n v(Bk)
α2
n |Bk|

β

n v(Bk+`+i)
λ−α1

n . Từ (2.18) và với bất kỳ
k ≤ k0, ta có

T ® 2(k−k0)
�

1+ γ
n

�

λ

�

1

t

�(λ−α1)
�

1+ γ
n

�

.
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Suy ra

‖H b
Φ,Ω f ‖MK̇

α2,λ,p,q
v,ω (Rn)

® ‖ f ‖MK̇
α1,λ,p,q
v,ω (Rn) sup

k0∈Z

 

k0
∑

k=−∞

2(k−k0)(1+ γn)λp

!
1
p ∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q+(λ−α1)(1+ γn)(1+ t−1)−β

d t

®
∫ ∞

0

|Φ(t)|

t1− γq−
n
q+(λ−α1)(1+ γn)(1+ t−1)−β

d t.‖ f ‖MK̇
α1,λ,p,q
v,ω (Rn).

Định lí đã được chứng minh.

Từ Định lí 2.5 và Định lí 2.6 bằng cách chọn Φ(t) = t−nχ(1,∞)(t) và
Ω≡ 1 ta nhận được kết quả mới về tính bị chặn của giao hoán tử toán
tử Hardy trên không gian Morrey-Herz có hai trọng thuần nhất.

Hệ quả 2.7. Cho 1 ≤ q < ∞ và b ∈ Lipβ(Rn) với 0 < β ≤ 1. Giả sử
v,ω ∈ Wγ, γ > −n và ω(x ′) ≥ c > 0 với mọi x ′ ∈ Sn−1. Nếu α1 =
α2+

nβ
n+γ

và
∫ ∞

1

1

tn+1− γ
q
− n

q
+(λ−α1)

�

1+ γ
n

�d t <∞,

thì với bất kỳ 0< p <∞ và λ > 0 hoặc 1≤ p <∞ và λ= 0, giao hoán
tửH b bị chặn từ MK̇α1,λ,p,q

v,ω (Rn) đến MK̇α2,λ,p,q
v,ω (Rn).

Kết luận Chương 2

Trong Chương 2, chúng tôi thu được các kết quả sau:

• Trình bày kết quả về điều kiện cần và đủ cho tính bị chặn của
toán tửHΦ,Ω trên các không gian có trọng thuần nhất như: không gian
tâm Morrey (Định lí 2.1), không gian Herz (Định lí 2.2), không gian
Morrey-Herz (Định lí 2.3).

• Đưa ra các Hệ quả về ước lượng chuẩn của toán tửHΦ,Ω trên các
không gian có trọng lũy thừa như: không gian tâm Morrey (Hệ quả
2.1), không gian Herz (Hệ quả 2.2), không gian Morrey-Herz (Hệ quả
2.3). Hệ quả 2.1 là mở rộng và củng cố lại các kết quả có trong [12].
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Mặt khác, Kα/p,p
p (Rn) = Lp(|x |αd x) nên Hệ quả 2.2 là mở rộng của

Định lí 3.1 trong [12] trên không gian Lebesgue với trọng lũy thừa.

• Đặc biệt, chúng tôi đạt được kết luận mới về bất đẳng thức cho
toán tử Hardy và toán tử Hardy liên hợp nhiều chiều là mở rộng các kết
quả của Christ và Grafakos trong [13], trên các không gian có trọng
lũy thừa như: không gian tâm Morrey (Hệ quả 2.4), không gian Herz
(Hệ quả 2.5), không gian Morrey-Herz (Hệ quả 2.6).

• Đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán tử H b
Φ,Ω với

biểu trưng thuộc không gian Lipschitz, trên các không gian có hai trọng
thuần nhất như: không gian tâm Morrey (Định lí 2.4), không gian Herz
(Định lí 2.5), không gian Morrey-Herz (Định lí 2.6).

• Từ Định lí 2.5 và Định lí 2.6, chọn Φ(t) = t−nχ(1,∞)(t) và Ω ≡ 1.
Chúng tôi đạt được kết quả mới về tính bị chặn của giao hoán tử toán
tử Hardy trên không gian Morrey-Herz có hai trọng thuần nhất.
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Chương 3

ƯỚC LƯỢNG CHUẨN CỦA TOÁN TỬ HAUSDORFF ĐA

TUYẾN TÍNH HΦ,~A TRÊN KHÔNG GIAN KIỂU
MORREY–HERZ

Trong chương này, chúng tôi ước lượng chuẩn của toán tửHΦ,~A trên
tích các không gian tâm Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-
Herz có hai trọng lũy thừa. Sau đó, có kết luận ước lượng chuẩn cho
toán tử Hardy-Ceàro đa tuyến tính trên tích các không gian ở trên. Đưa
ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán tử HΦ,~A trên tích các không
gian tâm Morrey, không gian Morrey-Herz có hai trọng Muckenhoupt.

Nội dung của chương này dựa trên bài báo [2] trong danh mục
công trình đã công bố.

3.1. Giới thiệu

Toán tử Hausdorff nhiều chiều được giới thiệu bởi Brown và Móricz
[6] và được nghiên cứu độc lập bởi Lerner và Liflyand [54]. Cho Φ là
hàm khả tích địa phương trên Rn. Toán tử Hausdorff nhiều chiều được
cho bởi

HΦ,A f (x) =

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

f (A(y)x)d y, x ∈ Rn, (3.1)

ở đó A(y) là ma trận vuông cấp n× n có det A(y) 6= 0 với hầu khắp y
trên giá của Φ. Nếu chọn Φ(t) = |t|nψ(t)χ[0,1]n(t) và A(t) = t.In (In

là ma trận đơn vị), với t = (t1, t2, ..., tn), ở đó ψ : [0,1] → [0,∞) là
hàm đo được,HΦ,A trở thành toán tử trung bình Hardy–Littlewood có
trọng (xem [41])

Hψ f (x) =

∫ 1

0

f (t x)ψ(t)d t, x ∈ Rn. (3.2)
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Trong những điều kiện nhất định của ψ, Carton-Lebrun và Fosset [22]
chứng minh Hψ bị chặn trên Lp(Rn) với 1 < p <∞. Mở rộng kết quả
của [22] trong không gian Hardy và không gian BMO là Xiao [84].

Khi chọn Φ(y) = |y|nψ(y)χ[0,1]n(y) và A(y) = s(y).In, ở đó s :
[0, 1]→ R là hàm đo được, N. M. Chương và H. D. Hưng [14] đã giới
thiệu toán tử Uψ,s, được gọi là toán tử Hardy–Cesàro với s(x , t) :=
s(t)x , (xem [51]) xác định bởi

Uψ,s f (x) =

∫ 1

0

f (s(t)x)ψ(t)d t, x ∈ Rn.

Lý thuyết của toán tử trung bình Hardy–Littlewood có trọng, toán
tử Hardy–Cesàro và toán tử Hausdorff được phát triển đáng kể khi
nghiên cứu trên nhiều không gian như không gian Lebesgue, không
gian tâm Morrey, không gian Herz, không gian Morrey–Herz, không
gian Hardy và không gian BMO có trọng (xem [3], [5], [6], [7], [49],
[54], [55], [57], [58], [59], [60], [67], [69], [71]).

Coifman và Meyer trong [25] nghiên cứu điểm đa tuyến tính trên
toán tử tích phân kì dị. Từ đó, lý thuyết của các toán tử đa tuyến tính
được mở rộng nghiên cứu. Năm 2015, Fu [30] giới thiệu toán tử Hardy
đa tuyến tính có trọng

H m
ψ
~f (x) =

∫

[0,1]n

 

m
∏

i=1

fi(yi x)

!

ψ(y)d y, x ∈ Rn, (3.3)

ở đó ψ : [0, 1]n → [0,∞) là hàm khả tích, ~f = ( f1, ..., fm), fi, i =
1, ..., m, là hàm có giá trị phức đo được trên Rn. Các tác giả đã đạt
được tính bị chặn củaH m

ψ trên tích các không gian Lebesgue và không
gian tâm Morrey. Những kết quả này dùng để chứng minh các bất đẳng
thức Riemann–Liouville và Weyl.

Sau đó, H. D. Hưng và L. D. Kỳ [46] đã giới thiệu toán tử Hardy–
Cesàro đa tuyến tính là khái quát hơn toán tử Hardy đa tuyến tính,
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cho bởi

Um,n
ψ,~s
~f (x) =

∫

[0,1]n

 

m
∏

i=1

fi(si(y)x)

!

ψ(y)d y, x ∈ Rn, (3.4)

ở đó, s1, ..., sm : [0,1]n → R. Họ đạt được các đặc trưng cho tính bị
chặn của toán tử Hardy–Cesàro đa tuyến tính trên tích các không gian
Lebesgue có trọng và không gian tâm Morrey có trọng.

Gần đây, N. M. Chương, Đ. V. Dương và K. H. Dũng [16] đã giới
thiệu một lớp toán tử tổng quát của toán tử Hausdorff đa tuyến tính
xác định bởi

HΦ,~A
~f (x) =

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

fi(Ai(y)x)d y, x ∈ Rn. (3.5)

Nếu Ai(y) = diag[si(y), ..., si(y)], ở đó s1(y), ..., sm(y) 6= 0 hầu khắp
trên Rn với mọi i = 1, ..., m thì được lớp toán tử

Hφ,~s
~f (x) =

∫

Rn

 

m
∏

i=1

fi(si(y)x)

!

φ(y)d y, x ∈ Rn. (3.6)

Chú ý rằng, khi φ(y) =ψ(y)χ[0,1]n(y) thì toán tửHφ,~s trở thành toán
tử Um,n

ψ,~s . Một cách tự nhiên, toán tử Hausdorff đa tuyến tính được mở
rộng nghiên cứu trên các không gian cả trên trường thực và trường
p-adic (xem [10], [15], [16], [18], [19], [20], [26], [30], [46]).

Trong những năm gần đây, ngày càng có nhiều mối quan tâm nghiên
cứu các vấn đề liên quan đến bất đẳng thức hai trọng đối với nhiều
toán tử trong giải tích điều hòa, như toán tử cực đại, biến đổi Hilbert,
toán tử tích phân kì dị, toán tử Hardy và toán tử Hausdorff. Đối với
các bất đẳng thức Hardy có trọng, có thể tham khảo công trình của
Gogatishvili và Stepanov [38]. Trong [17], toán tử Hausdorff được
nghiên cứu trên các không gian Hardy kiểu Herz có hai trọng. Do đó,
điều quan tâm là mở rộng nghiên cứu về bất đẳng thức hai trọng cho
toán tử Hausdorff đa tuyến tính trên các không gian hàm kiểu Morrey-
Herz có hai trọng mũ hoặc hai trọng Muckenhoupt.
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3.2. Toán tử HΦ,~A và lớp trọng lũy thừa

Trong mục này, chúng tôi trình bày kết quả về ước lượng chuẩn cho
toán tửHΦ,~A trên tích các không gian có hai trọng lũy thừa như: không
gian tâm Morrey (Định lí 3.1), không gian Herz (Định lí 3.2), không
gian Morrey-Herz (Định lí 3.3).

Định lí 3.1. Cho Φ : Rn→ [0,∞) và v(x) = |x |β ,ω(x) = |x |γ, vi(x) =
|x |βi ,ωi(x) = |x |γi , với mọi i = 1, ..., m. Nếu các điều kiện sau thỏa mãn

m
∑

i=1

βi

qi
=
β

q
,

m
∑

i=1

�

n+ βi

n+ β

�

λi = λ, và
m
∑

i=1

γi

qi
=
γ

q

thìHΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 Ṁλi ,qi
vi ,ωi
(Rn) đến Ṁλ,q

v,ω(R
n) nếu và chỉ nếu

C7 =

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

−(βi+n)λi+(γi−βi)
1
qi d y <∞.

Hơn nữa, ‖HΦ,~A‖∏m
i=1 Ṁ

λi ,qi
vi ,ωi (R

n)→Ṁλ,q
v,ω(Rn) 'C7.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh điều kiện đủ của Định lí. Với
m
∑

i=1

γi

qi
= γ

q
, ta có được

∏m
i=1ω

1
qi
i (x) = ω

1
q (x). Áp dụng bất đẳng thức

Minkowski, khi đó

‖HΦ,~A
~f ‖Lq

ω(B(0,R)) =

 

∫

B(0,R)

�

�

�

�

�

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

fi(Ai(y)x)ω
1
qi
i (x)d y

�

�

�

�

�

q

d x

!

1
q

≤
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

 







m
∏

i=1

fi(Ai(y)x)ω
1
qi
i (x)







Lq(B(0,R))

!

d y.

Từ
m
∑

i=1

1
qi
= 1

q
và áp dụng bất đẳng thức Hölder, dẫn đến

‖HΦ,~A
~f ‖Lq

ω(B(0,R))≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

 

m
∏

i=1

‖ fi(Ai(y)x)‖L
qi
ωi (B(0,R))

!

d y.

Sử dụng phép đổi biến z = Ai(y)x với z ∈ Ai(y)B(0, R) ta được

‖HΦ,~A
~f ‖Lq

ω(B(0,R))
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≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

 

m
∏

i=1

∫

B(0,‖Ai(y)‖R)
| fi(z)|qi |A−1(y)z|γi |det A−1

i (y)|dz

!
1
qi

d y.

Từ (1.4), với mọi γi ∈ R, ta có bất đẳng thức

|A−1
i (y)z|

γi ≤max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}|z|γi .

Do vậy

‖HΦ,~A
~f ‖Lq

ω(B(0,R)) ≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

 

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}|det A−1
i (y)|×

×
∫

B(0,‖Ai(y)‖R)
| fi(z)|qiωi(z)dz

!
1
qi

d y

≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi ‖ fi‖L

qi
ωi (B(0,‖Ai(y)‖R))d y.

(3.7)

Từ định nghĩa của không gian tâm Morrey có hai trọng, suy ra

‖HΦ,~A
~f ‖Ṁλ,q

v,ω(Rn) ≤ sup
R>0

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

1

v(B(0, R))λ+
1
q

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi×

× |det A−1
i (y)|

1
qi ‖ fi‖L

qi
ωi (B(0,‖Ai(y)‖R))d y. (3.8)

Với các điều kiện λ+ 1
q
> 0,λi+

1
qi
> 0, i = 1, ..., m và

m
∑

i=1
(βi+ n)(λi+

1
qi
) = (β + n)

�

λ+ 1
q

�

, ta có

v(B(0, R))λ+
1
q ® R(β+n)(λ+ 1

q
),

và
∏m

i=1 vi(B(0,‖Ai(y)‖R))
(λi+

1
qi
)

v(B(0, R))λ+
1
q

®
m
∏

i=1

‖Ai(y)‖
(βi+n)(λi+

1
qi
)
,

hay

1

v(B(0, R))λ+
1
q

®
m
∏

i=1

‖Ai(y)‖
(βi+n)(λi+

1
qi
)

vi(B(0,‖Ai(y)‖R))
(λi+

1
qi
)
.
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Từ các ước lượng trên, dẫn đến

‖HΦ,~A
~f ‖Ṁλ,q

v,ω(Rn)

≤ sup
R>0

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×

×
m
∏

i=1

‖Ai(y)‖
(βi+n)(λi+

1
qi
)

vi(B(0,‖Ai(y)‖R))
(λi+

1
qi
)
‖ fi‖L

qi
ωi (B(0,‖Ai(y)‖R))d y

≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×

×‖Ai(y)‖
(βi+n)(λi+

1
qi
)d y ·

m
∏

i=1

‖ fi‖Ṁ
λi ,qi
vi ,ωi (R

n).

Từ (1.4) và tính chất của ma trận khả nghịch, ta có

|det A−1
i (y)|

1
qi ≤ ‖A−1

i (y)‖
n
qi ,

‖Ai(y)‖
(βi+n)(λi+

1
qi
) ® ‖A−1

i (y)‖
−(βi+n)(λi+

1
qi
)
,

và
m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi ®

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

γi
qi .

Điều này kéo theo
m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi ‖Ai(y)‖

(βi+n)(λi+
1
qi
)

®
m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

−(βi+n)λi+(γi−βi)
1
qi . (3.9)

Suy ra,

‖HΦ,~A
~f ‖Ṁλ,q

v,ω(Rn) ®
m
∏

i=1

‖ fi‖Ṁ
λi ,qi
vi ,ωi (R

n).C7.

Vì thế, toán tửHΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 Ṁλi ,qi
vi ,ωi
(Rn) đến Ṁλ,q

v,ω(R
n).

Tiếp theo, ta chứng minh điều kiện cần của Định lí. Giả sử HΦ,~A

bị chặn từ tích các không gian
∏m

i=1 Ṁλi ,qi
vi ,ωi
(Rn) đến Ṁλ,q

v,ω(R
n). Ta chọn

hàm

fi(x) = |x |
(βi+n)λi+(βi−γi)

1
qi .
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Rõ ràng là ‖ fi‖Ṁλ,q
v,ω(Rn) > 0, với mọi i = 1, ..., m. Ta cần chứng tỏ rằng

‖ fi‖Ṁλ,q
v,ω(Rn) <∞. Thật vậy,

‖ fi‖Ṁ
λi ,qi
vi ,ωi (R

n) = sup
R>0

1

vi(B(0, R))λi+
1
qi

 

∫

B(0,R)

|x |(βi+n)λiqi+βi d x

!
1
qi

= sup
R>0

1

R
(βi+n)

�

λi+
1
qi

�

 

∫ R

0

∫

Sn−1

|r x ′|(βi+n)λiqi+βi rn−1dσ(x ′)dr

!
1
qi

' sup
R>0

1

R
(βi+n)

�

λi+
1
qi

�

R
(βi+n)

�

λi+
1
qi

�

(βi + n)(λi +
1
qi
)
'

1

(βi + n)(λi +
1
qi
)
<∞.

Từ việc chọn fi và điều kiện (1.5), dẫn đến

‖HΦ,~A
~f ‖Ṁλ,q

v,ω(Rn) ¦
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

−
�

(βi+n)λi+(βi−γi)
1
qi

�

d y×

× sup
R>0

1

v(B(0, R))λ+
1
q

 

∫

B(0,R)

|x |
m
∑

i=1

�

(βi+n)λi+(βi−γi)
1
qi

�

q+γ
d x

!
1
q

¦
m
∏

i=1

‖ fi‖Ṁ
λi ,qi
vi ,ωi (R

n).C7.

Định lí được chứng minh.

Định lí 3.2. Cho Φ : Rn→ [0,∞) và v(x) = |x |β ,ω(x) = |x |γ, vi(x) =
|x |βi ,ωi(x) = |x |γi , với mọi i = 1, ..., m. Nếu các điều kiện sau thỏa mãn

m
∑

i=1

γi

qi
=
γ

q
, và

m
∑

i=1

�

1+
βi

n

�

αi =
�

1+
β

n

�

α,

thìHΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 K̇αi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) to K̇α,p,q
v,ω (R

n) nếu và chỉ nếu

C8 =

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

αi+
n+γi

qi d y <∞.

Hơn nữa, ‖HΦ,~A‖∏m
i=1 K̇

αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n)→K̇α,p,q
v,ω (Rn) 'C8.
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Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh điều kiện đủ của Định lí. Tương
tự như ước lượng (3.7). Ta có

‖HΦ,~A
~f χk‖Lq

ω(Rn)

≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi ‖ fi‖L

qi
ωi (Ai(y)Ck)

d y,

ở đó, Ai(y)Ck = {Ai(y)z|z ∈ Ck}. Với điều kiện (1.3), tồn tại số nguyên
lớn nhất κ∗ = κ∗(y) với hầu khắp y ∈ Rn sao cho

max
i=1,...,m

{‖Ai(y)‖‖A−1
i (y)‖}< 2−κ

∗
.

Từ điều kiện 1≤ ‖Ai(y)‖‖A−1
i (y)‖ ≤ ρ~A, i = 1, ..., m, ta có |κ∗(y)| ' 1.

Cố định i ∈ {1, 2, ..., m}. Vì ‖Ai(y)‖ 6= 0 nên có một số nguyên `i =
`i(y) sao cho 2`i−1 < ‖Ai(y)‖ ≤ 2`i . Để đơn giản, ta kí hiệu

ρ∗~A(y) = max
i=1,...,m

{‖Ai(y)‖ · ‖A−1
i (y)‖}.

Khi đó, đặt t = Ai(y)z, với z ∈ Ck ta có

|t| ≥ ‖A−1
i (y)‖

−1|z| ≥
2k+`i−2

ρ∗
~A
(y)

> 2k+`i−2+κ∗,

và |t| ≤ ‖Ai(y)‖|z| ≤ 2k+`i . Ta đạt được

Ai(y)Ck ⊂ {t ∈ Rn : 2k+`i−2+κ∗ < |t| ≤ 2k+`i},

Từ đó, dẫn đến

‖HΦ,~A
~f χk‖Lq

ω(Rn) ≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi×

× |det A−1
i (y)|

1
qi

 

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!

d y. (3.10)

Mặt khác, từ định nghĩa không gian Herz có hai trọng và áp dụng bất
đẳng thức Minkowski ta có

‖HΦ,~A
~f ‖K̇α,p,q

v,ω (Rn)
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=

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
αp
n

�

�

�

�

�

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi ×

×|det A−1
i (y)|

1
qi

 

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!

d y

�

�

�

�

�

p

Lq
ω(Rn)







1
p

≤
∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×

×

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
αp
n

 

m
∏

i=1

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!p! 1
p

d y.

Với điều kiện
m
∑

i=1
(n+βi)αi = (n+β)α ta nhận được v(Bk)α '

∏m
i=1 vi(Bk)αi .

Áp dụng bất đẳng thức Hölder, khi đó

 

∞
∑

k=−∞

v(Bk)
αp
n

 

m
∏

i=1

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!p! 1
p

'

 

∞
∑

k=−∞

 

m
∏

i=1

vi(Bk)
αi
n

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!p! 1
p

®
m
∏

i=1

 

∞
∑

k=−∞

vi(Bk)
αi pi

n

 

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!pi
!

1
pi

. (3.11)

Hơn nữa, sử dụng bất đẳng thức
�

∑N
i=1 |ai|

�p
≤ N p−1

∑N
i=1 |ai|p với

mọi p ≥ 1. Với pi ≥ 1, ta có
 

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!pi

≤ (2−κ∗)pi−1
0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖
pi

L
qi
ωi (R

n)
.

(3.12)

Do vậy

‖HΦ,~A
~f ‖K̇α,p,q

v,ω (Rn)

®
∫

Rn

(2−κ∗)m−
1
p
Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi · H1id y,
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ở đó

H1i :=
m
∏

i=1

0
∑

r=κ∗−1

 

∞
∑

k=−∞

vi(Bk)
αi pi

n ‖ fiχk+`i+r‖
pi

L
qi
ωi (R

n)

!
1
pi

.

Từ 2`i−1 < ‖Ai(y)‖ ≤ 2`i , dễ thấy

2−`i ® ‖Ai(y)‖−1⇒ 2−`i

�

1+βi
n

�

αi ® ‖Ai(y)‖
−
�

1+βi
n

�

αi .

Với chú ý, vi(Bk)
αi pi

n = 2−(`i+r)
�

1+βi
n

�

αi pi vi(Bk+`i+r)
αi pi

n suy ra

H1i ≤
m
∏

i=1

0
∑

r=κ∗−1

2−(`i+r)
�

1+βi
n

�

αi

 

∞
∑

k=−∞

vi(Bk+`i+r)
αi pi

n ‖ fiχk+`i+r‖
pi

L
qi
ωi (R

n)

!
1
pi

®
m
∏

i=1

 

0
∑

r=κ∗−1

2−r
�

1+βi
n

�

αi

!

‖Ai(y)‖
−
�

1+βi
n

�

αi‖ fi‖K̇
αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n).

Khi đó

‖HΦ,~A
~f ‖K̇α,p,q

v,ω (Rn)

®
∫

Rn

(2−κ∗)m−
1
p
Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×

×‖Ai(y)‖
−
�

1+ βi
n

�

αi

 

0
∑

r=κ∗−1

2−r
�

1+ βi
n

�

αi

!

d y
m
∏

i=1

‖ fi‖K̇
αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n).

Từ (1.4), ta có

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi ‖Ai(y)‖

−
�

1+ βi
n

�

αi

®
m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

n
qi ‖A−1

i (y)‖
γi
qi ‖A−1

i (y)‖
�

1+ βi
n

�

αi =
m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+ βi
n

�

αi+
n+γi

qi .

Hơn nữa, do κ∗ = |κ∗(y)| ' 1 với hầu khắp y ∈ Rn, suy ra

‖HΦ,~A
~f ‖K̇α,p,q

v,ω (Rn) ®
m
∏

i=1

‖ fi‖K̇
αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n).C8.

Như vậy,HΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 K̇αi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến K̇α,p,q
v,ω (R

n).
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Tiếp theo, ta chứng minh điều kiện cần của Định lí. Giả sửHΦ,~A xác
định và bị chặn từ

∏m
i=1 K̇αi ,pi ,qi

vi ,ωi
(Rn) đến K̇α,p,q

v,ω (R
n). Ta chọn hàm fi

như sau

fi(x) =







0, |x |< ρ−1
~A

,

|x |−
�

1+βi
n

�

αi−
n
qi
− γi

qi
−ε

, trường hợp còn lại.

Với bất kì số nguyên k thỏa mãn k < − ln(ρ~A)
ln2

thì ‖ fiχk‖L
qi
ωi (R

n) = 0 với

mọi i = 1, ..., m. Ngoài ra, trong các trường hợp khác đối với k, ta có

‖ fiχk‖L
qi
ωi (R

n) =

 

∫

Ck

∫

Sn−1

r−
�

1+βi
n

�

αiqi−n−γi−qiεrγi rn−1dσ(x ′)dr

!
1
qi

= |Sn−1|
1
qi

 

∫

Ck

r−
�

1+βi
n

�

αiqi−qiε−1dr

!
1
qi

' 2−k
�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�







2qi

�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�

− 1

qi

�

ε+
�

1+ βi

n

�

αi

�







1
qi

.

Từ vi(Bk)' 2k(n+βi) dẫn đến

‖ fi‖K̇
αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n)

'









∞
∑

k≥θ

vi(Bk)
αi pi

n

�

�

�

�

�

�

�

2−k
�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�







2qi

�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�

− 1

qi

�

ε+
�

1+ βi

n

�

αi

�







1
qi

�

�

�

�

�

�

�

pi








1
pi

'

 

∞
∑

k≥θ

2−kεpi

!
1
pi







2qi

�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�

− 1

qi

�

ε+
�

1+ βi

n

�

αi

�







1
qi

=

�

2(1−θ)εpi

2εpi − 1

�
1
pi







2qi

�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�

− 1

qi

�

ε+
�

1+ βi

n

�

αi

�







1
qi

<∞,

ở đó θ là số nguyên nhỏ nhất sao cho θ ≥ −ln(ρ~A)
ln2

. Ta xét hai tập

Dx =
m
⋂

i=1

{y ∈ Rn : |Ai(y)x | ≥ ρ−1
~A
},
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và E = {y ∈ Rn : ‖Ai(y)‖ ≥ ε, với mọi i = 1, ..., m}. Nhận thấy rằng

E ⊂ Dx với mọi x ∈ Rn\B
�

0,ε−1
�

. (3.13)

Thật vậy, khi y ∈ E ta có ‖Ai(y)‖|x | ≥ 1 với mọi x ∈ Rn\B
�

0,ε−1
�

.
Cùng với điều kiện (1.3), dẫn đến

|Ai(y)x | ≥ ‖A−1
i (y)‖

−1|x | ≥ ρ−1
~A

.

Vậy ta nhận được (3.13). Như vậy, do (1.3) và (3.13), với bất kì x ∈
Rn\B

�

0,ε−1
�

, suy ra

HΦ,~A
~f (x)≥

∫

Dx

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

|Ai(y)x |
−
�

1+ βi
n

�

αi−
(n+γi )

qi
−εd y

≥
∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

|Ai(y)x |
−
�

1+ βi
n

�

αi−
(n+γi )

qi
−εd y

¦

 

∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+ βi
n

�

αi+
n+γi

qi
+εd y

!

|x |−
�

1+ β
n

�

α− (n+γ)
q
−mε
χRn\B(0,ε−1).

Chọn k0 là số nguyên nhỏ nhất sao cho 2k0−1 ≥ ε−1. Ta được

‖HΦ,~A
~f χk‖Lq

ω(Rn)

¦

 

∫

Ck

�

�

�

�

�

 

∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+ βi
n

�

αi+
n+γi

qi
+εd y

!

|x |−
�

1+ βn

�

α− (n+γ)q −mε

�

�

�

�

�

q

ω(x)d x

!

1
q

¦

 

∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+ βi
n

�

αi+
n+γi

qi
+εd y

! 

∫

Ck

|x |−
�

1+ βn

�

αq−n−mεqd x

!
1
q

.

Kết hợp các đánh giá này ta nhận được

‖HΦ,~A
~f ‖K̇α,p,q

v,ω (Rn)

¦







∞
∑

k=k0

v(Bk)
αp
n

�

�

�

�

�

 

∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

αi+
n+γi

qi
+εd y

!

×

×

 

∫

Ck

|x |−
�

1+β
n

�

αq−n−mεqd x

!
1
q

�

�

�

�

�

�

p





1
p

¦

 

∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

αi+
n+γi

qi
+εd y

!

×
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×







∞
∑

k=k0

v(Bk)
αp
n

 

∫

Ck

|x |−
�

1+β
n

�

αq−n−mεqd x

!
p
q







1
p

. (3.14)

Vì v(Bk)' 2k(n+β) ta có

 

∫

Ck

|x |−
�

1+ β
n

�

αq−n−mεqd x

!
p
q

' 2−kp
�

mε+
�

1+ β
n

�

α
�







2q
�

mε+
�

1+ β
n

�

α
�

− 1

q
�

mε+
�

1+ β

n

�

α
�







p
q

.

Do đó

∞
∑

k=k0

v(Bk)
αp
n

 

∫

Ck

|x |−
�

1+ βn

�

αq−n−mεqd x

!
p
q

'
�

2−k0εmp

1− 2−εmp

�







2q
�

mε+
�

1+ βn

�

α
�

− 1

q
�

mε+
�

1+ β

n

�

α
�







p
q

.

(3.15)

Ta đặt

θ ∗(ε) =

�

2−k0εmp

1−2−εmp

�
1
p

�

2
q
�

mε+
�

1+βn

�

α

�

−1

q
�

mε+
�

1+β
n

�

α
�

�
1
q

∏m
i=1

�

2(1−θ)εpi

2εpi−1

�
1
pi

�

2
qi

�

ε+
�

1+
βi
n

�

αi

�

−1

qi

�

ε+
�

1+βi
n

�

αi

�

�
1
qi

.

Sử dụng điều kiện
∑m

i=1
1
pi
= 1

p
và
∑m

i=1
1
qi
= 1

q
, suy ra

lim
ε→0
ε−mεθ ∗(ε) = c > 0.

Từ (3.14) và (3.15), dẫn đến

‖HΦ,~A
~f ‖K̇α,p,q

v,ω (Rn) ¦ ε−mεθ ∗(ε)
m
∏

i=1

‖ fi‖K̇
αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n)×

×

 

∫

E

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

αi+
n+γi

qi

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

εεmεd y

!

.

Chú ý rằng,


Ai(y)


≥ ε với mọi y ∈ E, cùng với (1.3) ta được

m
∏

i=1



A−1
i (y)





ε
εmε ≤ ρε~A ® 1, (3.16)
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với ε đủ nhỏ. Cho ε→ 0. Từ giả thiết về tính bị chặn củaHΦ,~A bị chặn
từ
∏m

i=1 K̇αi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến K̇α,p,q
v,ω (R

n), áp dụng Định lí hội tụ bị chặn
Lebesgue ta nhận được

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

αi+
n+γi

qi d y <∞.

Định lí được chứng minh.

Định lí 3.3. Cho Φ : Rn → [0,∞), λ,λi > 0 và v(x) = |x |β ,ω(x) =
|x |γ, vi(x) = |x |βi ,ωi(x) = |x |γi , với mọi i = 1, ..., m. Nếu các điều kiện
sau được thỏa mãn

m
∑

i=1

�

1+
βi

n

�

λi =
�

1+
β

n

�

λ,
m
∑

i=1

γi

qi
=
γ

q
, và

m
∑

i=1

�

1+
βi

n

�

αi =
�

1+
β

n

�

α,

thì toán tửHΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 MK̇αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn) nếu

và chỉ nếu

C9 =

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

(αi−λi)+
n+γi

qi d y <∞.

Hơn nữa, ‖HΦ,~A‖∏m
i=1 MK̇

αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi (Rn)→MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn) 'C9.

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh điều kiện đủ của Định lí. Chứng
minh tương tự Định lí 3.2. Từ (3.10) và áp dụng bất đẳng thức Minkowski
ta có

‖HΦ,~A
~f ‖MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn)

≤ sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λ

n

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×

×





k0
∑

k=−∞

v(Bk)
αp
n

m
∏

i=1

 

0
∑

r=κ∗−1

‖ fiχk+`i+r‖L
qi
ωi (R

n)

!p



1
p

d y.

Mặt khác, từ (3.11) và (3.12), suy ra

‖HΦ,~A
~f ‖MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn)

®
∫

Rn

(2−κ∗)m−
1
p
Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×
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×
m
∏

i=1

0
∑

r=κ∗−1

sup
k0∈Z

vi(Bk0
)−

λi
n





k0
∑

k=−∞

vi(Bk)
αi pi

n ‖ fiχk+`i+r‖
pi

L
qi
ωi (R

n)





1
pi

d y.

Đặt

H2i :=
m
∏

i=1

0
∑

r=κ∗−1

sup
k0∈Z

vi(Bk0
)−

λi
n





k0
∑

k=−∞

vi(Bk)
αi pi

n ‖ fiχk+`i+r‖
pi

L
qi
ωi (R

n)





1
pi

.

Ước lượng tương tựH1i, ta có

H2i ®
m
∏

i=1

‖Ai(y)‖
(λi−αi)

�

1+βi
n

� 0
∑

r=κ∗−1

2r
�

1+βi
n

�

(λi−αi)‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi (Rn).

Do đó,

‖HΦ,~A
~f ‖MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn)

®
∫

Rn

(2−κ∗)m−
1
p
Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi×

×‖Ai(y)‖
(λi−αi)

�

1+ βi
n

�

 

0
∑

r=κ∗−1

2r
�

1+ βi
n

�

(λi−αi)

!

d y
m
∏

i=1

‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi (Rn).

Từ (1.4), ta có
m
∏

i=1

max{‖A−1
i (y)‖

γi ,‖Ai(y)‖−γi}
1
qi |det A−1

i (y)|
1
qi ‖Ai(y)‖

(λi−αi)
�

1+βi
n

�

®
m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+βi
n

�

(αi−λi)+
n+γi

qi .

Khi đó,

‖HΦ,~A
~f ‖MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn) ®
m
∏

i=1

‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn).C9.

Như vậy,HΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 MK̇αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn).

Tiếp theo, ta chứng minh điều kiện cần của Định lí. Giả sử HΦ,~A

bị chặn từ
∏m

i=1 MK̇αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn). Với mỗi i = 1, ..., m, ta

chọn

fi(x) = |x |
(λi−αi)

�

1+βi
n

�

− (n+γi )
qi .
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Khi đó, ta có được

‖ fiχk‖L
qi
ωi (R

n) =







ln2, với (λi −αi)
�

1+ βi

n

�

= 0,

2k(λi−αi)
�

1+βi
n

�

�

1−2
−qi (λi−αi )

�

1+
βi
n

�

(λi−αi)
�

1+βi
n

�

qi

�
1
qi

, trường hợp còn lại.

Từ đó, dẫn đến

0< ‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi (Rn) ' sup

k0∈Z
2−k0

�

1+βi
n

�

λi





k0
∑

k=−∞

2k
�

1+βi
n

�

λi pi





1
pi

<∞.

Mặt khác, từ (1.5) và điều kiện
m
∑

i=1

�

n+ βi
�

αi =
�

n+ β
�

α, ta có

|Ai(y)x |
m
∑

i=1

�

(λi−αi)
�

1+ βi
n

�

− (n+γi )
qi

�

≥
m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+ βi
n

�

(αi−λi)+
(n+γi )

qi |x |(λ−α)
�

1+ βn

�

− (n+γ)q .

Do vậy

‖HΦ,~A
~f (x)‖MK̇

αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi (Rn)

¦

 

∫

Rn

Φ(y)
|y|n

m
∏

i=1

‖A−1
i (y)‖

�

1+ βi
n

�

(αi−λi)+
(n+γi )

qi d y

!

‖|x |(λ−α)
�

1+ β
n

�

− (n+γ)
q ‖MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn).

Hơn nữa

C9 ® ‖HΦ,~A‖∏m
i=1 MK̇

αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi (Rn)→MK̇α,λ,p,q

v,ω (Rn) <∞.

Định lí được chứng minh.

Nhận xét rằng, nếu Ai(y) = diag[si(y), ..., si(y)], ở đó s1(y), ...,
sm(y) 6= 0 hầu khắp trên Rn với mọi i = 1, ..., m thì Ai(y) thỏa mãn
điều kiện (1.3). Do đó, như là các trường hợp đặc biệt của Định lí 3.1,
Định lí 3.2 và Định lí 3.3, chúng ta cũng có ước lượng chuẩn của toán
tửHφ,~s trên các không gian có hai trọng lũy thừa như: không gian tâm
Morrey (Hệ quả 3.1), không gian Herz (Hệ quả 3.2) và không gian
Morrey-Herz (Hệ quả 3.3).
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Hệ quả 3.1. Cho φ là hàm không âm và v(x) = |x |β ,ω(x) = |x |γ,
vi(x) = |x |βi ,ωi(x) = |x |γi , với mọi i = 1, ..., m. Nếu các điều kiện sau
được thỏa mãn

m
∑

i=1

βi

qi
=
β

q
,

m
∑

i=1

�

n+ βi

n+ β

�

λi = λ và
m
∑

i=1

γi

qi
=
γ

q

thìHφ,~s bị chặn từ
∏m

i=1 Ṁλi ,qi
vi ,ωi
(Rn) đến Ṁλ,q

v,ω(R
n) nếu và chỉ nếu

C7.1 =

∫

Rn

 

m
∏

i=1

|si(y)|
(βi+n)λi+(βi−γi)

1
qi

!

φ(y)d y <∞.

Hơn nữa, ‖Hφ,~s‖∏m
i=1 Ṁ

λi ,qi
vi ,ωi (R

n)→Ṁλ,q
v,ω(Rn) 'C7.1.

Hệ quả 3.2. Cho φ là hàm không âm và v(x) = |x |β ,ω(x) = |x |γ,
vi(x) = |x |βi ,ωi(x) = |x |γi , với mọi i = 1, ..., m. Nếu các điều kiện sau
thỏa mãn

m
∑

i=1

γi

qi
=
γ

q
và

m
∑

i=1

�

1+
βi

n

�

αi =
�

1+
β

n

�

α,

thìHφ,~s bị chặn từ
∏m

i=1 K̇αi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến K̇α,p,q
v,ω (R

n) nếu và chỉ nếu

C8.1 =

∫

Rn

 

m
∏

i=1

|si(y)|
−
�

1+βi
n

�

αi−
(n+γi )

qi

!

φ(y)d y <∞.

Hơn nữa, ‖Hφ,~s‖∏m
i=1 K̇

αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n)→K̇α,p,q
v,ω (Rn) 'C8.1.

Hệ quả 3.3. Cho φ là hàm không âm, λ,λi > 0 và v(x) = |x |β ,ω(x) =
|x |γ, vi(x) = |x |βi ,ωi(x) = |x |γi , với mọi i = 1, ..., m. Nếu các điều kiện
sau được thỏa mãn

m
∑

i=1

�

1+
βi

n

�

λi =
�

1+
β

n

�

λ,
m
∑

i=1

γi

qi
=
γ

q
, và

m
∑

i=1

�

1+
βi

n

�

αi =
�

1+
β

n

�

α,

thì Hφ,~s bị chặn từ
∏m

i=1 MK̇αi ,λi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến MK̇α,λ,p,q
v,ω (Rn) nếu và chỉ

nếu

C9.1 =

∫

Rn

 

m
∏

i=1

|si(y)|
(λi−αi)

�

1+βi
n

�

− (n+γi )
qi

!

φ(y)d y <∞.

Hơn nữa, ‖Hφ,~s‖∏m
i=1 MK̇

αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n)→MK̇α,p,q
v,ω (Rn) 'C9.1.
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Từ Hệ quả 3.1, chúng tôi có ước lượng chuẩn của toán tử Hardy–
Cesàro đa tuyến tính Um,n

ψ,~s bị chặn từ
∏m

i=1 Ṁλi ,qi
vi ,ωi
(Rn) đến Ṁλ,q

v,ω(R
n)

nếu và chỉ nếu

C7.2 =

∫

[0,1]n

 

m
∏

i=1

|si(t)|
(βi+n)λi+(βi−γi)

1
qi

!

ψ(t)d t <∞.

Hơn nữa, ‖Um,n
ψ,~s ‖∏m

i=1 Ṁ
λi ,qi
vi ,ωi (R

n)→Ṁλ,q
v,ω(Rn) 'C7.2.

Từ Hệ quả 3.2, chúng tôi có ước lượng chuẩn của toán tử Hardy–
Cesàro đa tuyến tính Um,n

ψ,~s bị chặn từ
∏m

i=1 K̇αi ,pi ,qi
vi ,ωi

(Rn) đến K̇α,p,q
v,ω (R

n)
nếu và chỉ nếu

C8.2 =

∫

[0,1]n

 

m
∏

i=1

|si(t)|
−
�

1+βi
n

�

αi−
(n+γi )

qi

!

ψ(t)d t <∞.

Hơn nữa, ‖Um,n
ψ,~s ‖

∏m
i=1 K̇

αi ,pi ,qi
vi ,ωi (R

n)→K̇α,p,q
v,ω (Rn) 'C8.2.

Hệ quả 3.2 là mở rộng của Định lí 3.2 trong [15] với hai trọng lũy
thừa.

3.3. Toán tử HΦ,~A và lớp trọng Muckenhoupt

Trong mục này, chúng tôi đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn
của toán tử HΦ,~A trên các không gian có hai trọng Muckenhoupt như:
không gian tâm Morrey (Định lí 3.4), không gian Morrey-Herz (Định
lí 3.5).

Định lí 3.4. Cho 1≤ q∗,ξ,η <∞,− 1
qi
< λi < 0, với mọi i = 1, ..., m và

v ∈ Aη,ω ∈ Aξ với các chỉ số tới hạn rv, rω cho điều kiện Hölder ngược
sao cho ω(B(0, R)) ® v(B(0, R)) với mọi R > 0. Giả sử q > q∗ξr ′ω,δ1 ∈
(1, rω),δ2 ∈ (1, rv),λ∗ = λ1+ · · ·+λm và

C10 =

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qiAi(y)d y <∞,

ở đó

Ai(y) =

�

‖Ai(y)‖
n
�

λi+
1
qi

�

δ2−1
δ2 χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≤1}+ ‖Ai(y)‖

nη
�

λi+
1
qi

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖>1}

�

×
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×
�

‖Ai(y)‖
− n

qi

δ1−1
δ1 χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖>1}+ ‖Ai(y)‖

− ξn
qi χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≤1}

�

.

Khi đó,HΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 Ṁλi ,qi
v,ω (R

n) đến Ṁλ∗,q∗
v,ω (R

n).

Chứng minh. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski, ta có

‖HΦ,~A
~f ‖

Lq∗
ω (B(0,R)) ≤

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

 

∫

B(0,R)

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q∗
ω(x)d x

!
1

q∗

d y.

Từ điều kiện q > q∗ξr ′ω, tồn tại r ∈ (1, rω) sao cho q
ξ
= q∗r ′. Áp dụng

điều kiện Hölder ngược và bất đẳng thức Hölder với ξ
q
= ξ

q1
+ · · ·+ ξ

qm
,

suy ra

 

∫

B(0,R)

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q∗
ω(x)d x

!
1

q∗

≤

 

∫

B(0,R)

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q
ξ d x

!
ξ

q
 

∫

B(0,R)

ω(x)rd x

!
1

rq∗

≤

 

∫

B(0,R)

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q
ξ d x

!
ξ

q

|B(0, R)|−
ξ

qω(B(0, R))
1

q∗

≤
m
∏

i=1

 

∫

B(0,R)

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

qi
ξ d x

!
ξ

qi

|B(0, R)|−
ξ

qω(B(0, R))
1

q∗

Sử dụng phép đổi biến z = Ai(y)x , ta được

‖HΦ,~A
~f ‖

Lq∗
ω (B(0,R))

≤ω(B(0, R))
1

q∗ |B(0, R)|−
ξ

q

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖ fi‖
L

qi
ξ (B(0,‖Ai(y)‖R))

d y.

Từ Mệnh đề 1.2, ta có

‖ fi‖
L

qi
ξ (B(0,‖Ai(y)‖R))

® |B(0,‖Ai(y)‖R)|
ξ

qi

 

1

ω(B(0,‖Ai(y)‖R)

∫

B(0,‖Ai(y)‖R)
| fi|qiω(x)d x

!
1
qi
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= |B(0,‖Ai(y)‖R)|
ξ

qiω(B(0,‖Ai(y)‖R))
− 1

qi ‖ fi‖L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖R)).

Khi đó,

‖HΦ,~A
~f ‖

Lq∗
ω (B(0,R))

®ω(B(0, R))
1

q∗ |B(0, R)|−
ξ

q

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

 

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi |B(0,‖Ai(y)‖R)|
ξ

qi ×

×ω(B(0,‖Ai(y)‖R))
− 1

qi ‖ fi‖L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖R))

�

d y

®
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1



|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qi

1

ω(B(0,‖Ai(y)‖R))
1
qi



×

×

 

ω(B(0, R))
1

q∗

m
∏

i=1

‖ fi‖L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖R))

!

d y.

Do vậy,

‖HΦ,~A
~f ‖

Ṁλ∗ ,q∗
v,ω (Rn) = sup

R>0

1

v(B(0, R))λ
∗+ 1

q∗
‖HΦ,~A

~f ‖
Lq∗
ω (B(0,R))

® sup
R>0

1

v(B(0, R))λ
∗+ 1

q∗

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1



|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qi

1

ω(B(0,‖Ai(y)‖R))
1
qi



×

×

 

ω(B(0, R))
1

q∗

m
∏

i=1

‖ fi‖L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖R))

!

d y

® sup
R>0

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qiAi(R)

m
∏

i=1

‖ fi‖Ṁ
qi ,λi
v,ω (Rn)d y,

ở đó,

Ai(R) =





ω(B(0, R))
1

q∗

v(B(0, R))λ
∗+ 1

q∗











m
∏

i=1

v(B(0,‖Ai(y)‖R))
λi+

1
qi

ω(B(0,‖Ai(y)‖R))
1
qi






.

Từ 1
q∗
> 1

q
và điều kiện ω(B(0, R))® v(B(0, R)) suy ra

�

ω(B(0, R))
v(B(0, R))

�
1

q∗

®
�

ω(B(0, R))
v(B(0, R))

�
1
q

.

Mặt khác, từ λ∗ =
∑m

i=1λi,
1
q
=
∑m

i=1
1
qi

, dẫn đến

Ai(R)®
m
∏

i=1

�

v(B(0,‖Ai(y)‖R))
ω(B(0,‖Ai(y)‖R))

�
1
qi

m
∏

i=1

�

v(B(0,‖Ai(y)‖R))
v(B(0, R))

�λi m
∏

i=1

�

ω(B(0, R))
v(B(0, R))

�
1
qi
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=
m
∏

i=1

�

v(B(0,‖Ai(y)‖R))
v(B(0, R))

�λi+
1
qi

m
∏

i=1

�

ω(B(0, R))
ω(B(0,‖Ai(y)‖R))

�
1
qi

.

Từ các giả thiết ω ∈ Aξ, v ∈ Aη,δ1 ∈ (1, rω),δ2 ∈ (1, rv),
1
qi
+λi > 0 và

Mệnh đề 1.3, ta xét hai trường hợp.

Trường hợp 1: 0< ‖Ai(y)‖ ≤ 1. Ta có

�

v(B(0,‖Ai(y)‖R))
v(B(0, R)

�λi+
1
qi

®
� |B(0,‖Ai(y)‖R)|

|B(0, R)|

�

�

λi+
1
qi

�

δ2−1
δ2

= ‖Ai(y)‖
n
�

λi+
1
qi

�

δ2−1
δ2 ,

�

ω(B(0, R))
ω(B(0,‖Ai(y)‖R))

�
1
qi

®
� |B(0, R)|
|B(0,‖Ai(y)‖R)|

�

ξ

qi

= ‖Ai(y)‖
− nξ

qi .

Trường hợp 2. ‖Ai(y)‖> 1. Ta có

�

v(B(0,‖Ai(y)‖R))
v(B(0, R)

�λi+
1
qi

®
� |B(0,‖Ai(y)‖R)|

|B(0, R)|

�

�

λi+
1
qi

�

η

= ‖Ai(y)‖
nη
�

λi+
1
qi

�

�

ω(B(0, R))
ω(B(0,‖Ai(y)‖R))

�
1
qi

®
� |B(0, R)|
|B(0,‖Ai(y)‖R)|

�
1
qi

�

δ1−1
δ1

�

= ‖Ai(y)‖
− n

qi

�

δ1−1
δ1

�

.

Suy ra

Ai(R)®
m
∏

i=1

�

‖Ai(y)‖
n
�

λi+
1
qi

�

δ2−1
δ2 χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≤1}+ ‖Ai(y)‖

nη
�

λi+
1
qi

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖>1}

�

×

×
m
∏

i=1

�

‖Ai(y)‖
− n

qi

δ1−1
δ1 χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖>1}+ ‖Ai(y)‖

− ξn
qi χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≤1}

�

.

Khi đó, ta đạt được

‖HΦ,~A
~f ‖

Ṁλ∗,q∗
v,ω (Rn)

®

 

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qiAi(y)d y

!

m
∏

i=1

‖ fi‖Ṁ
λi ,qi
v,ω (Rn).

Định lí được chứng minh.

Định lí 3.5. Cho 1 ≤ q∗,ξ,η < ∞,αi < 0, λi ≥ 0, với mọi i =
1, ..., m và ω ∈ Aξ, v ∈ Aη với các chỉ số tới hạn rω, rv cho điều kiện
Hölder ngược sao cho ω(Bk) ® v(Bk), với mọi k ∈ Z. Giả sử q >
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max{mq∗, q∗ξr ′ω},δ1 ∈ (1, rω),δ2 ∈ (1, rv) và α∗,λ∗ là các số thực thỏa
mãn

λ∗ = λ1+ · · ·+λm và
1

m

�

α∗

n
+

1

q∗

�

=
αi

n
+

1

qi
, với mọi i = 1, ..., m.

Nếu α∗

n
+ 1

q∗
≤ 0 và

C11.1 =
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi B1i(y)d y

�
1
m

<∞,

ở đó

B1i(y) = ‖Ai(y)‖
−
��

n
q∗+α

∗
�

δ1−1
δ1
+(α∗−mλi)

δ2−1
δ2
−ξα∗

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖<1}+

+ ‖Ai(y)‖
−
��

n
q∗+α

∗
�

ξ+η(α∗−mλi)−α∗
δ1−1
δ1

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≥1},

hoặc α
∗

n
+ 1

q∗
> 0 và

C11.2 =
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi B2i(y)d y

�
1
m

<∞,

ở đó

B2i(y) = ‖Ai(y)‖
−
�

ξn
q∗+(α

∗−mλi)
δ2−1
δ2

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖<1} +

+ ‖Ai(y)‖
−
�

n
q∗
δ1−1
δ1
+η(α∗−mλi)

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≥1},

thì toán tửHΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 MK̇αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn) đến MK̇α

∗,λ∗,p,q∗
v,ω (Rn).

Chứng minh. Tương tự Định lí 3.4, ta có

‖HΦ,~A
~f χk‖Lq∗

ω (Rn) ≤
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

 

∫

Ck

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q∗
ω(x)d x

!
1

q∗

d y,

và
 

∫

Ck

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q∗
ω(x)d x

!
1

q∗

®

 

∫

Ck

m
∏

i=1

�

� fi(Ai(y)x)
�

�

q
ξ d x

!
ξ

q

|Bk|
− ξqω(Bk)

1
q∗ .
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Áp dụng bất đẳng thức Hölder và phép đổi biến z = Ai(y)x , suy ra

‖HΦ,~A
~f χk‖Lq∗

ω (Rn)

® |Bk|
−ξ

qω(Bk)
1

q∗

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖ fi‖
L

qi
ξ (B(0,‖Ai(y)‖2k))

d y.

Mặt khác, từ Mệnh đề 1.2 ta có

‖ fi‖
L

qi
ξ (B(0,‖Ai(y)‖2k))

® |B(0,‖Ai(y)‖2k)|
ξ

qiω(B(0,‖Ai(y)‖2k))−
1
qi ‖ fi‖L

qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖2k)).

Vì vậy

‖HΦ,~A
~f χk‖Lq∗

ω (Rn)

® |Bk|
− ξ

qω(Bk)
1

q∗

∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

 

m
∏

i=1

|det A−1
i (y)|

ξ

qi |B(0,‖Ai(y)‖2k)|
ξ

qi ×

×ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))−
1
qi ‖ fi‖L

qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖2k))

�

d y

®
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1



|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qi

ω(Bk)
1

mq∗

ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))
1
qi

‖ fi‖L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖2k))



 d y.

(3.17)

Do λ∗ = λ1+ · · ·+λm, áp dụng bất đẳng thức Minkowski và bất đẳng
thức Hölder, ta có

‖HΦ,~A
~f ‖

MK̇α
∗,λ∗,p,q∗

v,ω (Rn) ®
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

�

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qi

�

×

× sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λ∗

n







k0
∑

k=−∞

m
∏

i=1

v(Bk)
α∗p
mnω(Bk)

p
mq∗

ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))
p
qi

‖ fi‖
p
L

qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖2k))







1
p

d y

®
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

�

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qi

�

×

×
m
∏

i=1

sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n







k0
∑

k=−∞

v(Bk)
α∗pi
mn ω(Bk)

pi
mq∗

ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))
pi
qi

‖ fi‖
pi

L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖2k))







1
pi

.

Do vậy,

‖HΦ,~A
~f ‖

MK̇α
∗,λ∗p,q∗

v,ω (Rn) ®
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

m
∏

i=1

�

|det A−1
i (y)|

ξ

qi ‖Ai(y)‖
ξn
qi C1i(y)

�

d y,
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ở đó

C1i(y) := sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n







k0
∑

k=−∞





v(Bk)
α∗
mnω(Bk)

1
mq∗

ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))
1
qi

‖ fi‖L
qi
ω (B(0,‖Ai(y)‖2k))





pi






1
pi

.

Áp dụng bất đẳng thức Hölder với
1

m
+ · · ·+

1

m
︸ ︷︷ ︸

m lần

= 1 , ta có

‖HΦ,~A
~f ‖

MK̇α
∗,λ∗,p,q∗

v,ω (Rn)

®
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi C1i(y)

md y

�
1
m

=:
m
∏

i=1

E
1
m

1i .

Cố định i ∈ {1, ..., m}. Vì ‖Ai(y)‖ 6= 0, nên có j = j(i, y) sao cho 2 j−1 ≤
‖Ai(y)‖< 2 j. Do đó, Bk+ j−1 ⊆ B(0,‖Ai(y)‖2k)⊂ Bk+ j. Điều này suy ra
ω(Bk+ j−1)≤ω(B(0,‖Ai(y)‖2k)) và B(0,‖Ai(y)‖2k)⊂ ∪ j

`=−∞Ck+`. Kết

hợp điều này với bất đẳng thức
�
∑

|a`|
�θ ≤

∑

|a`|θ với mọi 0< θ ≤ 1,
ta có

C1i(y)≤ sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n







k0
∑

k=−∞







v(Bk)
α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))
1
qi

‖ fi‖L
qi
ω (Bk+ j)







pi






1
pi

.

≤ sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n







k0
∑

k=−∞







v(Bk)
α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(B(0,‖Ai(y)‖2k))
1
qi v(Bk+ j)

αi
n

×

×
j
∑

`=−∞

�

v(Bk+ j)

v(Bk+`)

�

αi
n

v(Bk+`)
αi
n ‖ fi‖L

qi
ω (Ck+`)







pi






1
pi

≤ sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n







k0
∑

k=−∞






D j

k

j
∑

`=−∞

�

v(Bk+ j)

v(Bk+`)

�

αi
n

v(Bk+`)
αi
n ‖ fi‖L

qi
ω (Ck+`)







pi






1
pi

,

ở đó

D j
k :=

v(Bk)
α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(Bk+ j−1)
1
qi v(Bk+ j)

αi
n

.
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Từ Mệnh đề 1.3 và `≤ j, αi < 0 dẫn đến

�

v(Bk+ j)

v(Bk+`)

�

αi
n

®
�

|Bk+ j|
|Bk+`|

�

αi
n
δ2−1
δ2

= 2( j−`)αi
δ2−1
δ2 . (3.18)

Nhận xét rằng

D j
k =

v(Bk)
α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(Bk+ j−1)
1
qi v(Bk+ j)

αi
n

=

�

ω(Bk+ j)

ω(Bk+ j−1)

�
1
qi v(Bk)

α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(Bk+ j)
1
qi v(Bk+ j)

αi
n

®
�

|Bk+ j|
|Bk+ j−1|

�
ξ

qi v(Bk)
α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(Bk+ j)
1
qi v(Bk+ j)

αi
n

®
v(Bk)

α∗

mnω(Bk)
1

mq∗

ω(Bk+ j)
1
qi v(Bk+ j)

αi
n

=
ω(Bk)

1
mq∗+

α∗

mn

ω(Bk+ j)
1
qi
+αi

n

ω(Bk+ j)
αi
n

ω(Bk)
α∗
mn

v(Bk)
α∗

mn

v(Bk+ j)
αi
n

=

�

ω(Bk)
ω(Bk+ j)

�
1

mq∗+
α∗

mn
�

ω(Bk+ j)

v(Bk+ j)

�

αi
n
�

v(Bk)
ω(Bk)

�
α∗

mn

.

Từ điều kiện α∗

mn
+ 1

mq∗
= αi

n
+ 1

qi
và q > mq∗ có được 1

mq∗
> 1

q
> 1

qi
và

α∗

mn
<
αi

n
, với mọi i = 1, ..., m. Mặt khác, ω(Bk) ® v(Bk), với mọi k ∈ Z.

Khi đó
�

ω(Bk+ j)

v(Bk+ j)

�

αi
n

®
�

ω(Bk+ j)

v(Bk+ j)

�
α∗

mn

.

Suy ra

D j
k ®
�

ω(Bk)
ω(Bk+ j)

�
1

mq∗+
α∗

mn
�

ω(Bk+ j)

ω(Bk)

�
α∗

mn
�

v(Bk)
v(Bk+ j)

�
α∗

mn

.

Ta xét hai trường hợp:

Trường hợp 1: α
∗

n
+ 1

q∗
≤ 0. Với j ≥ 1, ta có

�

ω(Bk)
ω(Bk+ j)

�
1

mq∗+
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�

�

1
mq∗+

α∗

mn

�

ξ

= 2− jξn
�

1
mq∗+

α∗

mn

�

�

ω(Bk+ j)

ω(Bk)

�
α∗

mn

®
�

|Bk+ j|
|Bk|

�
α∗

mn
δ1−1
δ1

= 2 jn α
∗

mn
δ1−1
δ1 = 2 j α

∗

m
δ1−1
δ1
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�

v(Bk)
v(Bk+ j)

�
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�
α∗

mn
η

= 2− jηn α
∗

mn = 2− jηα
∗

m .

Với j ≤ 0, ta có

�

ω(Bk)
ω(Bk+ j)

�
1

mq∗+
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�

�

1
mq∗+

α∗

mn

�

δ1−1
δ1

= 2− jn
�

1
mq∗+

α∗

mn

�

δ1−1
δ1

�

ω(Bk+ j)

ω(Bk)

�
α∗

mn

®
�

|Bk+ j|
|Bk|

�
α∗

mn
ξ

= 2 jξα
∗

m

�

v(Bk)
v(Bk+ j)

�
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�
α∗

mn
δ2−1
δ2

= 2− j α
∗

m
δ2−1
δ2 .

Khi đó,

D j
k ®







2
1
m

�

− jn
q∗
δ1−1
δ1
− jα∗ δ1−1

δ1
− jα∗ δ2−1

δ2
+ jξα∗

�

, j ≤ 0

2
1
m

�

− jξα∗− jηα∗− jξn
q∗ + jα∗ δ1−1

δ1

�

, j ≥ 1.

Trường hợp 2: α
∗

n
+ 1

q∗
> 0. Với j ≥ 1, ta có

�

ω(Bk)
ω(Bk+ j)

�
1

mq∗+
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�

�

1
mq∗+

α∗

mn

�

δ1−1
δ1

= 2− jn
�

1
mq∗+

α∗

mn

�

δ1−1
δ1

�

ω(Bk+ j)

ω(Bk)

�
α∗

mn

®
�

|Bk+ j|
|Bk|

�
α∗

mn
δ1−1
δ1

= 2 j α
∗

m
δ1−1
δ1

�

v(Bk)
v(Bk+ j)

�
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�
α∗

mn
η

= 2− jηα
∗

m .

Với j ≤ 0, ta có

�

ω(Bk)
ω(Bk+ j)

�
1

mq∗+
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�

�

1
mq∗+

α∗

mn

�

ξ

= 2− jξn
�

1
mq∗+

α∗

mn

�

�

ω(Bk+ j)

ω(Bk)

�
α∗

mn

®
�

|Bk+ j|
|Bk|

�
α∗

mn
ξ

= 2 jξα
∗

m
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�

v(Bk)
v(Bk+ j)

�
α∗

mn

®
�

|Bk|
|Bk+ j|

�
α∗

mn
δ2−1
δ2

= 2− j α
∗

m
δ2−1
δ2 .

Khi đó,

D j
k ®







2
1
m

�

− jξn
q∗ − jα∗ δ2−1

δ2

�

, j ≤ 0

2
1
m

�

− jn
q∗
δ1−1
δ1
− jηα∗

�

, j ≥ 1.

Tiếp theo, ta ước lượng E1i cho Trường hợp 1. Ta có

E1i ®
∫

{y:‖Ai(y)‖<1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ×

×

 

sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n

k0
∑

k=−∞

�

2
1
m

�

− jn
q∗
δ1−1
δ1
− jα∗ δ1−1

δ1
− jα∗ δ2−1

δ2
+ jξα∗

�

×

×
j
∑

`=−∞

2( j−`)αi
δ2−1
δ2 v(Bk+`)

αi
n ‖ fi‖L

qi
ω (Ck+`)

!pi
!

m
pi

d y

+

∫

{y:‖Ai(y)‖≥1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ×

×

 

sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n

k0
∑

k=−∞

�

2
1
m

�

− jξα∗− jηα∗− jξn
q∗ + jα∗ δ1−1

δ1

�

×

×
j
∑

`=−∞

2( j−`)αi
δ2−1
δ2 v(Bk+`)

αi
n ‖ fi‖L

qi
ω (Ck+`)

!pi
!

m
pi

d y

®
∫

{y:‖Ai(y)‖<1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ‖Ai(y)‖

−
�
�

n
q∗+α

∗
�

δ1−1
δ1
+α∗ δ2−1

δ2
−ξα∗

�

×

×

 

sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n

k0
∑

k=−∞

 

j
∑

`=−∞

2( j−`)αi
δ2−1
δ2 v(Bk+`)

αi
n ‖ fi‖L

qi
ω (Ck+`)

!pi
!

m
pi

d y+

+

∫

{y:‖Ai(y)‖≥1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ‖Ai(y)‖

−
�
�

n
q∗+α

∗
�

ξ+ηα∗−α∗ δ1−1
δ1

�

×

×

 

sup
k0∈Z

v(Bk0
)−

λi
n

k0
∑

k=−∞

 

j
∑

`=−∞

2( j−`)αi
δ2−1
δ2 v(Bk+`)

αi
n ‖ fi‖L

qi
ω (Ck+`)

!pi
!

m
pi

d y.

Chú ý rằng, ‖Ai(y)‖−1 ' 2− j và
j
∑

`=−∞
2( j−`)αi

δ2−1
δ2 = 1

1−2
αi
δ2−1
δ2

, với mọi
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αi < 0 và

v(Bk0
)−

λi
n =

�

v(Bk0+`)

v(Bk0
)

�

λi
n

v(Bk0+`)
−λi

n ≤
�

v(Bk0+ j)

v(Bk0
)

�

λi
n

v(Bk0+`)
−λi

n ,

với mọi `≤ j. Suy ra

�

v(Bk0+ j)

v(Bk0
)

�

λi
n

®







2 jλi
δ2−1
δ2 , j ≤ 0

2 jηλi , j ≥ 1.

Áp dụng bất đẳng thức Minkowski với pi ≥ 1 ta được

E1i ®
∫

{y:‖Ai(y)‖<1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ‖Ai(y)‖

−
��

n
q∗+α

∗
�

δ1−1
δ1
+(α∗−mλi)

δ2−1
δ2
−ξα∗

�

×

×






sup
k0∈Z

j
∑

`=−∞

2( j−`)αi
δ2−1
δ2



v(Bk0+`)
− λi

n

k0
∑

k=−∞

v(Bk+`)
αi pi

n ‖ fi‖
pi

L
qi
ω (Ck+`)





1
pi







m

d y+

+

∫

{y:‖Ai(y)‖≥1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ‖Ai(y)‖

−
�

ξ( n
q∗+α

∗)+η(α∗−mλi)−α∗
δ1−1
δ1

�

×

×






sup
k0∈Z

j
∑

`=−∞

2( j−`)αi
δ2−1
δ2 v(Bk0+`)

− λi
n





k0
∑

k=−∞

v(Bk+`)
αi pi

n ‖ fi‖
pi

L
qi
ω (Ck+`)





1
pi







m

d y

®

 

∫

{y:‖Ai(y)‖<1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ‖Ai(y)‖

−
��

n
q∗+α

∗
�

δ1−1
δ1
+(α∗−mλi)

δ2−1
δ2
−ξα∗

�

d y

+

∫

{y:‖Ai(y)‖≥1}

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi ‖Ai(y)‖

−
�

ξ( n
q∗+α

∗)+η(α∗−mλi)−α∗
δ1−1
δ1

�

d y

!

×

×‖ fi‖m
MK̇

αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn)

.

Do vậy, ta đạt được

‖HΦ,~A
~f ‖

MK̇α
∗,λ∗,p,q∗

v,ω (Rn)

®
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi B1i(y)d y

�
1
m m
∏

i=1

‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn)

®C11.1

m
∏

i=1

‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn).

Tương tự Trường hợp 1, ta có ước lượng cho Trường hợp 2 với điều
kiện α∗

n
+ 1

q∗
> 0

‖HΦ,~A
~f ‖

MK̇α
∗,λ∗,p,q∗

v,ω (Rn)
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®
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi B2i(y)d y

�
1
m m
∏

i=1

‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn)

®C11.2

m
∏

i=1

‖ fi‖MK̇
αi ,λi ,pi ,qi
v,ω (Rn).

Định lí được chứng minh.

Đặc biệt, khi v = ω thì toán tử HΦ,~A bị chặn trên không gian
Morrey–Herz có trọng Muckenhoupt. Phần chứng minh tương tự như
Định lí 3.5.

Định lí 3.6. Cho 1 ≤ q∗,ξ < ∞,αi < 0, λi ≥ 0, với mọi i = 1, ..., m
và ω ∈ Aξ với chỉ số tới hạn rω cho điều kiện Hölder ngược. Giả sử
q > q∗ξr ′ω,δ ∈ (1, rω) và α∗,λ∗ là các số thực thỏa mãn

λ∗ = λ1+ · · ·+λm và
α∗

n
+

1

q∗
=

∑m
i=1αi

n
+

1

q
.

Nếu αi

n
+ 1

qi
≤ 0, với mọi i = 1, ..., m và

C12.1 =
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi Ψ1i(y)d y

�
1
m

<∞,

ở đó

Ψ1i(y) = ‖Ai(y)‖
m
�

λi−n
�

αi
n
+ 1

qi

�

�

δ−1
δ

�

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖<1} +

+ ‖Ai(y)‖
mξ
�

λi−n
�

αi
n
+ 1

qi

��

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≥1},

hoặc αi

n
+ 1

qi
> 0, với mọi i = 1, ..., m và

C12.2 =
m
∏

i=1

�
∫

Rn

|Φ(y)|
|y|n

|det A−1
i (y)|

mξ
qi ‖Ai(y)‖

mξn
qi Ψ2i(y)d y

�
1
m

<∞,

ở đó

Ψ2i(y) = ‖Ai(y)‖
m
�

λi

�

δ−1
δ

�

−nξ
�

αi
n
+ 1

qi

��

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖<1} +

+ ‖Ai(y)‖
m
�

λiξ−n
�

αi
n
+ 1

qi

�

�

δ−1
δ

�

�

χ{y∈Rn:‖Ai(y)‖≥1},

thìHΦ,~A bị chặn từ
∏m

i=1 MK̇αi ,λi ,pi ,qi
ω (Rn) đến MK̇α

∗,λ∗,p,q∗
ω (Rn).
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Từ Định lí 3.5 và Định lí 3.6, khi λ1 = · · · = λm = 0 chúng tôi đạt
được điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán tử HΦ,~A trên không gian
Herz có trọng Muckenhoupt.

Kết luận Chương 3

Trong Chương 3, chúng tôi thu được các kết quả sau:

• Trình bày kết quả về ước lượng chuẩn cho toán tử HΦ,~A trên tích
các không gian có hai trọng lũy thừa như: không gian tâm Morrey
(Định lí 3.1), không gian Herz (Định lí 3.2), không gian Morrey-Herz
(Định lí 3.3).

• Chọn Ai(y) = diag[si(y), ..., si(y)], ở đó s1(y), ..., sm(y) 6= 0 hầu
khắp trên Rn với mọi i = 1, ..., m và Ai(y) thỏa mãn điều kiện (1.3).
Khi đó, chúng tôi đưa ra các Hệ quả về ước lượng chuẩn của toán
tử Hφ,~s trên các không gian có hai trọng lũy thừa như: không gian
tâm Morrey (Hệ quả 3.1), không gian Herz (Hệ quả 3.2), không gian
Morrey-Herz (Hệ quả 3.3). Hệ quả 3.2 là mở rộng của Định lí 3.2 trong
[15] với hai trọng lũy thừa.

• Ước lượng chuẩn của toán tử Hardy-Cesàro đa tuyến tính Um,n
ψ,~s

trên tích các không gian có hai trọng lũy thừa như: không gian tâm
Morrey, không gian Herz.

• Đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán tử HΦ,~A trên các
không gian có hai trọng Muckenhoupt như: không gian tâm Morrey
(Định lí 3.4), không gian Morrey-Herz (Định lí 3.5).

• Đặc biệt, khi v = ω, λ1 = · · · = λm = 0 từ Định lí 3.5 và Định lí
3.6 chúng tôi đạt được điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán tửHΦ,~A

trên không gian Herz có trọng Muckenhoupt.
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Chương 4

TÍNH BỊ CHẶN CHO GIAO HOÁN TỬ CỦA TOÁN TỬ
HAUSDORFF TRÊN NHÓM HEISENBERG

Trong chương này, chúng tôi đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn
của giao hoán tử H b

Φ,Ω, giao hoán tử H b
Φ,A trên nhóm Heisenberg với

biểu trưng thuộc không gian `-tâm BMO, trên các không gian tâm
Morrey, không gian Herz, không gian Morrey-Herz có trọng lũy thừa
hoặc trọng Muckenhoupt.

Nội dung của chương này dựa trên bài báo [3] trong danh mục
công trình đã công bố.

4.1. Giới thiệu

Toán tử Hausdorff thường được nghiên cứu trên không gian Eu-
clidean n-chiều (xem [4], [9], [12], [13], [30], [34], [54], [57], [58],
[59], [78]). Một câu hỏi tự nhiên là các kĩ thuật nghiên cứu toán tử
Hausdorff trên Rn có phù hợp với các không gian khác nhau không.
Chẳng hạn, có nhiều công trình nghiên cứu về toán tử Hardy, toán
tử trung bình Hardy-Littlewood, toán tử Hardy-Cesàro, toán tử Haus-
dorff trên trường p-adic (xem [10], [19], [26], [47], [74], [80]). Do
vậy, việc mở rộng nghiên cứu lớp toán tử Hausdorff và giao hoán tử
của nó trên nhóm Heisenberg là cần thiết.

Năm 2017, Ruan, Fan và Wu [72] đã giới thiệu toán tử Hausdorff
trên nhóm Heisenberg Hn có dạng

HΦ,A f (x) =

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
f (A(y)x)d y , x ∈Hn, (4.1)

ở đó, Φ là hàm khả tích trên Hn. Ma trận A(y) có det A(y) 6= 0 hầu
khắp trên giá của Φ. Hơn nữa, họ cũng giới thiệu và nghiên cứu giao
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hoán tử kiểu Coifman-Rochberg-Weiss củaHΦ,A trênHn, với biểu trưng
b ∈ C MOp2

ω (H
n). Công thức củaH b

Φ,A cho bởi

H b
Φ,A f (x) =

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh

�

b(x)− b(A(y)x)
�

f (A(y)x)d y , x ∈Hn. (4.2)

Các tác giả đã chứng minh đượcH b
Φ,A bị chặn từ không gian Ṁλ,p1

ω (Hn)
đến không gian Ṁλ,p

ω (H
n), 1 ≤ p, p1, p2 <∞ với Φ là hàm khả tích địa

phương trên Hn và trọng ω là trọng Muckenhoup hoặc trọng lũy thừa.

Gần đây, N. M. Chương, D. V. Dương và K. H. Dũng [27] cũng giới
thiệu và nghiên cứu toán tử Hausdorff thô trên nhóm Heisenberg. Cho
Φ : Hn→ [0,∞) là hàm bán kính đo được và Ω : SQ−1→ C là hàm đo
được sao cho Ω(y) 6= 0 với hầu khắp y trên SQ−1. Toán tử Hausdorff
thô trên Hn có dạng

HΦ,Ω f (x) =

∫

Hn

Φ(δ|y|−1
h

x)

|y|Qh
Ω(δ|y|−1

h
y) f (y)d y, x ∈Hn. (4.3)

Sử dụng phép đổi biến trong hệ tọa độ cực và trên nhóm Heisenberg
ta được

HΦ,Ω f (x) =

∫ ∞

0

∫

SQ−1

Φ(t)
t
Ω(y ′) f (δt−1|x |h y ′)d y ′d t, x ∈Hn. (4.4)

Nhận thấy, khi chọn Φ(t) = t−Qχ(1,∞)(t) và Ω ≡ 1, toán tử Hausdorff
thô HΦ,Ω trở thành toán tử Hardy trên nhóm Heisenberg. Tương tự,
nếu Φ(t) = χ(0,1)(t) và Ω ≡ 1, thì HΦ,Ω trở thành toán tử Hardy liên
hợp (xem [83]).

Trong [27], các tác giả giới thiệu giao hoán tử của toán tử Hausdorff
thô kiểu Coifman-Rochberg-Weiss trên nhóm Heisenberg có dạng

H b
Φ,Ω f (x) =

∫ ∞

0

∫

SQ−1

Φ(t)
t
Ω(y ′)(b(x)− b(δt−1|x |h y ′)) f (δt−1|x |h y ′)d y ′d t. (4.5)

Ứng dụng của lý thuyết về giao hoán tử có đóng góp quan trọng
trong nghiên cứu tính chính quy nghiệm của phương trình đạo hàm
riêng (xem [8], [28], [77]).
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4.2. Giao hoán tử H b
Φ,Ω và lớp trọng lũy thừa

Trong mục này, chúng tôi trình bày các kết quả về điều kiện đủ cho
tính bị chặn của giao hoán tử H b

Φ,Ω trên các không gian có trọng lũy
thừa như: không gian tâm Morrey (Định lí 4.1), không gian Morrey-
Herz (Định lí 4.2).

Trước khi đưa ra kết quả chính, chúng tôi giới thiệu bổ đề về tính bị
chặn của H b

Φ,Ω trên không gian Lebesgue có trọng trên các hình cầu.
Bổ đề được dùng trong chứng minh của Định lí 4.1 và Định lí 4.2.

Bổ đề 4.1. Cho 1 ≤ q <∞, 1 < q1, r1 <∞ và ω(x) = |x |γh, γ > −Q.
Giả sử Ω ∈ Lq′(SQ−1), b ∈ C ṀO`,r1

ω (H
n),` < 1

Q
. Nếu 1

q
= 1

q1
+ 1

r1
thì với

mọi R> 0 ta có

‖H b
Φ,Ω f ‖Lq

ω(B(0,R)) ® ‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn)R

(Q+γ)( 1
r1
+`)×

×
∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1

(1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`)‖ f ‖Lq1
ω (B(0,t−1R))d t,

ở đó Ψ(t) = t−(Q+γ)(1+`)χ(0,1](t) + t(Q+γ)χ(1,∞)(t).

Chứng minh. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski và bất đẳng thức
Hölder, ta có

‖H b
Φ,Ω f ‖Lq

ω(B(0,R))

≤
∫ ∞

0

Φ(t)
t

∫

SQ−1

|Ω(y ′)|

 

∫

B(0,R)

|b(x)− b(δt−1|x |h y ′)|q.| f (δt−1|x |h y ′)|qω(x)d x

!1/q

d y ′d t

≤
∫ ∞

0

Φ(t)
t

∫

SQ−1

|Ω(y ′)|.‖b(·)− b(δt−1|·|h y ′)‖L r1
ω (B(0,R)).‖ f (δt−1|·|h y ′)‖Lq1

ω (B(0,R))d y ′d t.

Từ đó, áp dụng bất đẳng thức Hölder, dẫn đến

‖H b
Φ,Ω f ‖Lq

ω(B(0,R)) ≤ ‖Ω‖Lq′ (SQ−1)

∫ ∞

0

Φ(t)
t

 

∫

SQ−1

‖b(·)− b(δt−1|·|h y ′)‖r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

×

×

 

∫

SQ−1

‖ f (δt−1|·|h y ′)‖q1

Lq1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
q1

d t. (4.6)
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Ta cần chỉ ra rằng

 

∫

SQ−1

‖b(·)− b(δt−1|·|h y ′)‖r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

®
�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

R(Q+γ)(
1
r1
+`)‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn). (4.7)

Thật vậy,

 

∫

SQ−1

‖b(·)− b(δt−1|·|h y ′)‖r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

≤

 

∫

SQ−1

‖b(·)− bω,B(0,R)‖
r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

+

 

∫

SQ−1

‖bω,B(0,R)− bω,B(0,t−1R)‖
r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

+

 

∫

SQ−1

‖bω,B(0,t−1R)− b(δt−1|·|h y ′)‖r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

:= I1+ I2+ I3. (4.8)

Từ định nghĩa không gian C ṀO`,r1
ω (H

n) ta có

I1 =

 

ω(B(0, R))1+`r1

∫

SQ−1

1

ω(B(0, R))1+`r1
‖b(·)− bω,B(0,R)‖

r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

≤ω(B(0, R))
1
r1
+`‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn). (4.9)

Tiếp theo, ta có

I2 ®ω(B(0, R))
1
r1 .|bω,B(0,R)− bω,B(0,t−1R)|. (4.10)

Với t ≤ 1, áp dụng bất đẳng thức Hölder ta được

|bω,B(0,R)− bω,B(0,t−1R)| (4.11)

≤
1

ω(B(0, R))

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|ω(x)d x

≤
ω(B(0, t−1R))

1
r′1

ω(B(0, R))

 

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

≤
ω(B(0, t−1R))1+`

ω(B(0, R))

 

1

ω(B(0, t−1R))1+`r1

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

≤
ω(B(0, t−1R))1+`

ω(B(0, R))
‖b‖C ṀO

`,r1
ω (Hn). (4.12)
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Trong trường hợp t > 1, lập luận tương tự như trên ta nhận được

|bω,B(0,R)− bω,B(0,t−1R)|®
ω(B(0, R))1+`

ω(B(0, t−1R))
‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn).

Từ đó, do (4.10) và (4.11) ta có

I2 ®ω(B(0, R))
1
r1
+`
�

ω(B(0, t−1R))1+`

ω(B(0, R))1+`
χ(0,1](t) +

ω(B(0, R))
ω(B(0, t−1R))

χ(1,∞)(t)

�

.‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn).

(4.13)

Mặt khác, từ γ >−Q nên

ω(B(0, R)) =

∫

B(0,R)

|x |γhd x =

∫ R

0

∫

SQ−1

|δr y ′ |
γ

hrQ−1d y ′dr =

∫ R

0

∫

SQ−1

rQ−1+γd y ′dr ' RQ+γ,

và

ω(B(0, t−1R))' (t−1R)Q+γ. (4.14)

Điều này suy ra

I2 ® R(Q+γ)(
1
r1
+`)
�

(t−1R)(Q+γ)(1+`)

R(Q+γ)(1+`)
χ(0,1](t) +

RQ+γ

(t−1R)Q+γ
χ(1,∞)(t)

�

‖b‖C ṀOr1
ω (Hn)

® R(Q+γ)(
1
r1
+`).Ψ(t).‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn). (4.15)

Tiếp theo, ta ước lượng cho I3.

I3 =

 

∫

SQ−1

∫

B(0,R)

|bω,B(0,t−1R)− b(δt−1|x |h y ′)|r1ω(x)d xd y ′
!

1
r1

=

 

∫

SQ−1

∫ R

0

∫

SQ−1

|bω,B(0,t−1R)− b(δt−1r y ′)|r1 rQ+γ−1du′drd y ′
!

1
r1

®



tQ+γ

∫ t−1R

0

∫

SQ−1

|bω,B(0,t−1R)− b(δz y ′)|r1zQ+γ−1d y ′dz





1
r1

= t
Q+γ

r1

 

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

. (4.16)

Do vậy

I3 ® t
Q+γ
r1 ω(B(0, t−1R))

1
r1
+`

 

1

ω(B(0, t−1R))1+`r1

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r1ω(x)d x

!
1
r1
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® t
Q+γ
r1 ω(B(0, t−1R))

1
r1
+`‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn) ® R(Q+γ)(

1
r1
+`).t−(Q+γ)`‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn).

Từ đây, bởi (4.9) và (4.13), bất đẳng thức (4.7) được chứng minh. Với
ước lượng (4.16) ở trên, ta đạt được

 

∫

SQ−1

‖ f (δt−1|x |h y ′)‖q1

Lq1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
q1

® t
Q+γ
q1 ‖ f ‖Lq1

ω (B(0,t−1R)).

Do đó, từ (4.6) và (4.7), bổ đề được chứng minh.

Định lí 4.1. Cho 1 ≤ q <∞, 1 < q1, r1 <∞ và ω(x) = |x |γh, γ > −Q.
Giả sử Ω ∈ Lq′(SQ−1), b ∈ C ṀO`,r1

ω (H
n),` < 1

Q
và λ ∈ (−1

q
, 0), λ1 ∈

(− 1
q1

, 0), λ1 = λ− `. Nếu 1
q
= 1

q1
+ 1

r1
và

C13 =

∫ ∞

0

Φ(t)

t1+(Q+γ)λ1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

d t <∞,

thìH b
Φ,Ω bị chặn từ Ṁλ1,q1

ω (Hn) đến Ṁλ,q
ω (H

n).

Chứng minh. Với bất kì R> 0, áp dụng Bổ đề 4.1 ta có

1

ω(B(0, R))
1
q
+λ
‖H b

Φ,Ω f ‖Lq
ω(B(0,R))

® ‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖C MO`,r1ω (Hn)

∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

×

×
R(Q+γ)(

1
r1
+`)
ω(B(0, t−1R))

1
q1
+λ1

ω(B(0, R))
1
q
+λ

1

ω(B(0, t−1R))
1

q1
+λ1
‖ f ‖Lq1

ω (B(0,t−1R))d t.

Từ (4.14) và giả thiết cho λ1 suy ra

R(Q+γ)(
1
r1
+`)
ω(B(0, t−1R))

1
q1
+λ1

ω(BR)
1
q
+λ

'
R(Q+γ)(

1
r1
+`)(t−1R)(Q+γ)(

1
q1
+λ1)

R(Q+γ)(
1
q
+λ)

= t−(Q+γ)(
1

q1
+λ1).

Do vậy

‖H b
Φ,Ω f ‖Ṁλ,q

ω (Hn) ®C13.‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖C MO`,r1ω (Hn)‖ f ‖Ṁλ1,q1

ω (Hn).

Định lí được chứng minh.
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Định lí 4.2. Cho 1≤ p, q <∞, 1< q1, r1 <∞ vàω(x) = |x |γh, γ >−Q.
Giả sử Ω ∈ Lq′(SQ−1), b ∈ C ṀO`,r1

ω (H
n),` < 1

Q
, λ≥ 0 và α1 = α+ (Q+

γ)( 1
r1
+ `). Nếu 1

q
= 1

q1
+ 1

r1
và

C15 =

∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1
+λ−α1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

d t <∞,

thìH b
Φ,Ω bị chặn từ MK̇α1,λ,p,q1

ω (Hn) đến MK̇α,λ,p,q
ω (Hn).

Chứng minh. Với mỗi t > 0, ta có số nguyên κ := κ(t) sao cho 2κ−1 <

t−1 ≤ 2κ. Đặt δt−1Ck
= {z ∈Hn : 2k−1

t
< |z|h ≤

2k

t
}, dẫn đến

δt−1Ck
⊂ {z ∈Hn : 2k+κ−2 < |z|h ≤ 2k+κ}.

Từ đó, với mọi k ∈ Z, sử dụng Bổ đề 4.1 ta được

‖H b
Φ,Ω f χk‖Lq

ω(Hn)

® ‖Ω‖Lq′ (SQ−1)
‖b‖C MO`,r1ω (Hn)2

k(Q+γ)( 1
r1
+`)
∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

‖ f χδt−1 Ck
‖Lq1

ω (Hn)d t

® ‖Ω‖Lq′ (SQ−1)
‖b‖C MO`,r1ω (Hn)2

k(Q+γ)( 1
r1
+`)×

×
∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

.
�

‖ f χk+κ−1‖Lq1
ω (Hn)+ ‖ f χk+κ‖Lq1

ω (Hn)

�

d t.

Từ α1 = α+(Q+γ)(
1
r1
+ `) và áp dụng bất đẳng thức Minkowski, suy

ra

‖H b
Φ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Hn) = sup
k0∈Z

2−k0λ
�

k0
∑

k=−∞

2kαp‖H b
Φ,Ω( f )χk‖

p
Lq
ω(Hn)

�1/p

≤ ‖Ω‖Lq′ (SQ−1)
‖b‖C MO

`,r1
ω (Hn) sup

k0∈Z

∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

×

× 2−k0λ
�

k0
∑

k=−∞

2kα1p�‖ f χk+κ−1‖L
q1
ω (Hn)+ ‖ f χk+κ‖L

q1
ω (Hn)

�p
�

1
p
d t.

≤ ‖Ω‖Lq′ (SQ−1)
‖b‖C MO

`,r1
ω (Hn)

∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`)
�

sup
k0∈Z

E1+ sup
k0∈Z

E2

�

d t,

(4.17)

ở đó,

E1 = 2−k0λ
�

k0
∑

k=−∞

2kα1p‖ f χk+κ−1‖
p
Lq1
ω (Hn)

�
1
p ,
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E2 = 2−k0λ
�

k0
∑

k=−∞

2kα1p‖ f χk+κ‖
p
Lq1
ω (Hn)

�
1
p .

Chú ý rằng, t−1 ' 2κ và từ định nghĩa của không gian Morrey-Herz ta
có

E1 = 2(κ−1)λ2−(k0+κ−1)λ
�

k0+κ−1
∑

j=−∞

2( j−κ+1)α1p‖ f χ j‖
p

L
q1
ω (Hn)

�
1
p

= 2(κ−1)(λ−α1)2−(k0+κ−1)λ
�

k0+κ−1
∑

j=−∞

2 jα1p‖ f χ j‖
p

L
q1
ω (Hn)

�
1
p ® tα1−λ‖ f ‖MK̇

α1,λ,p,q1
ω (Hn).

Lập luận tương tự trên, có được E2 ® tα1−λ‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q1
ω (Hn). Do đó, từ

(4.17) suy ra

‖H b
Φ,Ω f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Hn) ®C15.‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖C MO`,r1ω (Hn)‖ f ‖MK̇α1,λ,p,q1

ω (Hn).

Định lí được chứng minh.

Chú ý rằng khi λ = 0 thì không gian Herz là một trường hợp đặc
biệt của không gian Morrey-Herz, do đó chúng tôi có kết quả dưới đây.

Hệ quả 4.1. Cho giả thiết của Bổ đề 4.1, 1 ≤ p <∞ và α1 = α+ (Q+
γ)( 1

r1
+ `). Nếu

C15.1 =

∫ ∞

0

Φ(t)

t1−Q+γ
q1
−α1

�

1+Ψ(t) + t−(Q+γ)`
�

d t <∞,

thì

‖H b
Φ,Ω f ‖Kα,p,q

ω (Hn) ®C15.1.‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖C MO`,r1ω (Hn)‖ f ‖Kα1,p,q1

ω (Hn).

4.3. Giao hoán tử H b
Φ,Ω và lớp trọng Muckenhoupt

Trong mục này, chúng tôi trình bày kết quả về điều kiện đủ cho tính
bị chặn của giao hoán tử H b

Φ,Ω trên không gian tâm Morrey có trọng
Muckenhoupt (Định lí 4.3).

87



Trước khi đưa ra kết quả chính, chúng tôi giới thiệu bổ đề về tính bị
chặn của H b

Φ,Ω trên không gian Lebesgue có trọng trên các hình cầu.
Bổ đề được dùng trong chứng minh của Định lí 4.3.

Bổ đề 4.2. Cho 1 ≤ q, q∗1, r∗1,ζ < ∞, 0 ≤ ` < 1
Q

, ω ∈ Aζ với chỉ số

tới hạn hữu hạn rω cho điều kiện Hölder ngược. Giả sử Ω ∈ Lq′(SQ−1),

b ∈ C ṀO
r∗1 ,`
ω (Hn),δ ∈ (1, rω) và điều kiện sau được thỏa mãn

1

q
>

�

1

q∗1
+

1

r∗1

�

ζ
rω

rω− 1
. (4.18)

Khi đó, với bất kì R> 0 ta có

‖H b
Φ,Ω f ‖Lq

ω(B(0,R))

® ‖Ω‖Lq′ (SQ−1)
‖b‖

C ṀO
r∗1,`
ω (Hn)

∫ ∞

0

Φ(t)
t
(1+Ψ1(t))

ω(B(0, R))
1
q+`

ω(B(0, t−1R))
1

q∗1

‖ f ‖
L

q∗1
ω (B(0,t−1R))

d t,

ở đó, Ψ1(t) =
�

t−Qζ(1+`)+ t−Qζ`�χ(0,1](t) +
�

tQζ+ t−Q (δ−1)`
δ

�

χ(1,∞)(t).

Chứng minh. Từ (4.18), tồn tại r1, q1 sao cho

1

q1
>
ζ

q∗1

rω
rω− 1

,
1

r1
>
ζ

r∗1

rω
rω− 1

, và
1

q1
+

1

r1
=

1

q
. (4.19)

Do đó, ta có bất đẳng thức (4.6). Từ (4.9) ở trên và r1 < r∗1, suy ra

I1 ≤ω(B(0, R))
1
r1
+`‖b‖C ṀO`,r1ω (Hn) ≤ω(B(0, R))

1
r1
+`‖b‖

C ṀO
`,r∗1
ω (Hn)

. (4.20)

Tiếp theo, ta ước lượng I2 và I3 như trong Bổ đề 4.1. Vì ω ∈ Aζ và bởi
Mệnh đề 1.3, ta được






�

ω(B(0,t−1R))
ω(B(0,R))

�1+`
®
�

|B(0,t−1R)|
|B(0,R)|

�ζ(1+`)
® t−Qζ(1+`), nếu t ≤ 1,

ω(B(0,R))
ω(B(0,t−1R))

®
�

|B(0,R)|
|B(0,t−1R)|

�ζ

® tQζ, trường hợp còn lại.

Do vậy, từ (4.13) dẫn đến

I2 ®ω(B(0, R))
1
r1
+`.
�

t−Qζ(1+`)χ(0,1](t) + tQζχ(1,∞)(t)
�

.‖b‖
C ṀO

`,r∗1
ω (Hn)

. (4.21)
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Từ 1
r1
> 1

r∗1
ζ

rω
rω−1

, có r ∈ (1, rω) sao cho
r∗1
ζ
= r1.r ′. Áp dụng bất đẳng

thức Hölder và điều kiện Hölder ngược, ta có

I3 ≤
∫

SQ−1

 

∫

B(0,R)

|bω,B(0,t−1R)− b(δt−1|x |h y ′)|
r∗1
ζ d x

!

ζr1
r∗1
 

∫

B(0,R)

ω(x)r d x

!
1
r

d y ′

® |B(0, R)|
−1
r′ ω(B(0, R))

 

∫

SQ−1

∫

B(0,R)

|bω,B(0,t−1R)− b(δt−1|x |h y ′)|
r∗1
ζ d xd y ′

!

ζr1
r∗1

.

Bằng cách ước lượng như (4.16) và sử dụng Mệnh đề 1.2, suy ra

I3 ® |B(0, R)|
−ζ
r∗1 ω(B(0, R))

1
r1

 

∫

SQ−1

∫

B(0,R)

|bω,B(0,t−1R)− b(δt−1|x |h y ′)|
r∗1
ζ d xd y ′

!
ζ

r∗1

® |B(0, R)|
−ζ
r∗1 ω(B(0, R))

1
r1

 

tQ

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|
r∗1
ζ d x

!
ζ

r∗1

®ω(B(0, R))
1
r1

�

|B(0, t−1R)|
|B(0, R)|

�
ζ

r∗1

t
Qζ
r∗1 ×

×

 

1

ω(B(0, t−1R))

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r
∗
1ω(x)d x

!
1
r∗1

®ω(B(0, R))
1
r1

 

1

ω(B(0, t−1R))

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r
∗
1ω(x)d x

!
1
r∗1

.

(4.22)

Điều này dẫn đến

I3 ®ω(B(0, R))
1
r1
+`
�

ω(B(0, t−1R))
ω(B(0, R))

�`

×

×

 

1

ω(B(0, t−1R))1+`r
∗
1

∫

B(0,t−1R)

|b(x)− bω,B(0,t−1R)|r
∗
1ω(x)d x

!
1
r∗1

≤ω(B(0, R))
1
r1
+`.

�

ω(B(0, t−1R))
ω(B(0, R))

�`

.‖b‖
C ṀOr1

∗,`
ω (Hn)

.

Mặt khác, áp dụng Mệnh đề 1.3, ta có

�

ω(B(0, t−1R))
ω(B(0, R))

�`

®







�

|B(0,t−1R)|
|B(0,R)|

�ζ`

® t−Qζ`, nếu t ≤ 1,
�

|B(0,t−1R)|
|BR|

�
(δ−1)`
δ ® t−Q (δ−1)`

δ , trường hợp còn lại.
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Do đó,

I3 ®ω(B(0, R))
1
r1
+`.
�

t−Qζ`χ(0,1](t) + t−Q (δ−1)`
δ χ(1,∞)(t)

�

.‖b‖
C ṀOr1

∗,`
ω (Hn)

.

Do vậy, bởi (4.8), (4.20) và (4.21) suy ra
 

∫

SQ−1

‖b(·)− b(δt−1|·|h y ′)‖r1

L r1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
r1

®ω(B(0, R))
1
r1
+`
�

1+Ψ1(t)
�

.‖b‖
C ṀOr1

∗,`
ω (Hn)

. (4.23)

Mặt khác, từ 1
q1
> 1

q∗1
ζ

rω
rω−1

và lập luận tương tự (4.22), ta được

 

∫

SQ−1

‖ f (δt−1|·|h y ′)‖q1

Lq1
ω (B(0,R))

d y ′
!

1
q1

®ω(B(0, R))
1

q1ω(B(0, t−1R))
−1
q∗1 ‖ f ‖

L
q∗1
ω (B(0,t−1R))

.

Do vậy, từ (4.6), (4.23) và 1
q1
+ 1

r1
= 1

q
, bổ đề được chứng minh.

Định lí 4.3. Cho 1 ≤ q, q∗1, r∗1,ζ < ∞, 0 ≤ ` < 1
Q

, ω ∈ Aζ với chỉ

số tới hạn rω cho điều kiện Hölder ngược. Giả sử Ω ∈ Lq′(SQ−1), b ∈
C ṀO

r∗1 ,`
ω (Hn),δ ∈ (1, rω), λ ∈ (−

1
q
, 0), λ1 ∈ (−

1
q1

, 0) và λ1 = λ−`. Nếu

1
q
>

�

1
q∗1
+ 1

r∗1

�

ζ
rω

rω−1
và

C14 =

∫ ∞

0

Φ(t)
t

�

t−Q (δ−1)λ1
δ χ(0,1](t) + t−Qζλ1χ(1,∞)(t)

�

�

1+Ψ1(t)
�

d t <∞,

thìH b
Φ,Ω bị chặn từ Ṁ

λ1,q∗1
ω (Hn) đến Ṁλ,q

ω (H
n).

Chứng minh. Với R> 0, từ Bổ đề 4.2 ta có

1

ω(B(0, R))
1
q
+λ
‖H b

Φ,Ω f ‖Lq
ω(B(0,R))

® ‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖

C MO
`,r∗1
ω (Hn)

∫ ∞

0

Φ(t)
t
�

1+Ψ1(t)
�

×

×
�

ω(B(0, t−1R))
ω(B(0, R))

�λ1

.
1

ω(B(0, t−1R))
1

q∗1
+λ1
‖ f ‖

L
q∗1
ω (B(0,t−1R))

d t. (4.24)
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Tiếp theo, bởi λ1 < 0 và sử dụng Mệnh đề 1.3. Suy ra

�

ω(B(0, t−1R))
ω(B(0, R))

�λ1

®







�

|B(0,t−1R)|
|B(0,R)|

�ζλ1

® t−Qζλ1, nếu t > 1,
�

|B(0,t−1R)|
|BR|

�

(δ−1)λ1
δ ® t−Q (δ−1)λ1

δ , trường hợp còn lại.

= t−Q (δ−1)λ1
δ χ(0,1](t) + t−Qζλ1χ(1,∞)(t).

Từ định nghĩa của không gian tâm Morrey, ta được

‖H b
Φ,Ω f ‖Ṁλ,q

ω (Hn) ®C14.‖Ω‖Lq′(SQ−1)
‖b‖

C MO
`,r∗1
ω (Hn)

‖ f ‖
Ṁ
λ1,q∗1
ω (Hn)

.

Định lí được chứng minh.

4.4. Giao hoán tử H b
Φ,A và lớp trọng lũy thừa

Trong mục này, chúng tôi trình bày các kết quả về điều kiện đủ cho
tính bị chặn của giao hoán tử H b

Φ,A trên các không gian có trọng lũy
thừa như: không gian tâm Morrey (Định lí 4.4), không gian Morrey-
Herz (Định lí 4.5)

Bổ đề dưới đây dùng để chứng minh Định lí 4.4, Định lí 4.5.

Bổ đề 4.3. Cho 1 ≤ q <∞, 1 < q1, r1 <∞, γ > −Q, ω(x) = |x |γh và
b ∈ C ṀOr1

ω (H
n). Giả sử điều kiện 1

q
= 1

q1
+ 1

r1
được thỏa mãn. Khi đó,

với bất kì R> 0 ta có

‖H b
Φ,A f ‖Lq

ω(B(0,R)) ® ‖b‖C ṀOr1
ω (Hn)R

Q+γ
r1

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y).‖ f ‖Lq1

ω (B(0,‖A(y)‖.R))d y,

ở đó

ψ(y) =max{log(2‖A(y)‖), log
1

‖A(y)‖
}+

2‖A(y)‖Q+γ

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|
+

+
�

max {‖A−1(y)‖γ,‖A(y)‖−γ}|detA−1(y)|
�

1
r1 ‖A(y)‖

Q+γ
r1 ,

µ(y) =
�

max {‖A−1(y)‖γ,‖A(y)‖−γ}|detA−1(y)|
�

1
q1 .

Chứng minh. Áp dụng bất đẳng thức Minkowski và bất đẳng thức
Hölder, ta có


H b
Φ,A f





Lq
ω(B(0,R))
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®
∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh



b(·)− b(A(y)·)




L r1
ω (B(0,R))



 f (A(y)·)




Lq1
ω (B(0,R))d t. (4.25)

Ta cần chứng minh



b(·)− b(A(y)·)




L r1
ω (B(0,R)) ® R

Q+γ
r1 .ψ(y).



b


 .
C MO

r1
ω (H

n). (4.26)

Thật vậy, ta kí hiệu

J1 = ‖b(·)− bω,B(0,R)‖L r1
ω (B(0,R)),

J2 = ‖b(A(y)·)− bω,A(y)B(0,R)‖L r1
ω (B(0,R)),

J3 = ‖bω,B(0,R)− bω,A(y)B(0,R)‖L r1
ω (B(0,R)).

Khi đó


b(·)− b(A(y)·)




L r1
ω (B(0,R)) ≤ J1+ J2+ J3. (4.27)

Để ước lượng cho J1, từ định nghĩa của không gian
.

C MO
r1

ω(H
n) ta được

J1 ≤ω(B(0, R))
1
r1 .


b


 .
C MO

r1
ω (H

n) ® R
Q+γ

r1 .


b


 .
C MO

r1
ω (H

n). (4.28)

Tiếp theo, với J2 ta có

J2 =

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,A(y)B(0,R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

≤ω(B(0, R))
1
r1

�

�bω,A(y)B(0,R)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)
�

�+

+

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

. (4.29)

Từ bất đẳng thức Hölder dẫn đến

|bω,A(y)B(0,R)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|

≤
1

ω(A(y)B(0, R))

∫

A(y)B(0,R)

|b(x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|ω(x)d x

≤
ω(B(0,‖A(y)‖.R))

1
r′1

ω(A(y)B(0, R))

 

∫

B(0,‖A(y)‖.R)
|b(x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1
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≤
ω(B(0,‖A(y)‖.R))
ω(A(y)B(0, R))

‖b‖ .
C MO

r1
ω (H

n). (4.30)

Bằng phương pháp đổi biến và từ bất đẳng thức (1.6) suy ra

ω(A(y)B(0, R)) =

∫

B(0,R)

|A(y)z|γ|detA(y)|dz

≥min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|
∫

B(0,R)

|z|γdz

'min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|.RQ+γ. (4.31)

Vì vậy, từ (4.30) suy ra

|bω,A(y)B(0,R)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|®
(‖A(y)‖.R)Q+γ.‖b‖ .

C MO
r1
ω (H

n)

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|.RQ+γ

=
‖A(y)‖Q+γ.‖b‖ .

C MO
r1
ω (H

n)

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|
.

(4.32)

Sử dụng phương pháp đổi biến và công thức (1.6) lần nữa, ta được

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

=

 

∫

A(y)B(0,R)

|b(z)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1|A−1(y)z|γ|detA−1(y)|dz

!
1
r1

≤
�

max {‖A−1(y)‖γ,‖A(y)‖−γ}|detA−1(y)|ω(B(0,‖A(y)‖.R))
�

1
r1×

×

 

1

ω(B(0,‖A(y)‖.R))

∫

B(0,‖A(y)‖.R)
|b(z)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(z)dz

!
1
r1

.

(4.33)

Do đó
 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

® R
Q+γ

r1 .
�

max {‖A−1(y)‖γ,‖A(y)‖−γ}|detA−1(y)|
�

1
r1 ‖A(y)‖

Q+γ
r1 .


b


 .
C MO

r1
ω (H

n).
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Từ (4.29) và (4.32), suy ra

J2 ®
� ‖A(y)‖Q+γ

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|
+

+
�

max {‖A−1(y)‖γ,‖A(y)‖−γ}|detA−1(y)|
�

1
r1 ‖A(y)‖

Q+γ
r1

�

.R
Q+γ

r1 .


b


 .
C MO

r1
ω (H

n)

(4.34)

Tiếp theo, ta ước lượng cho J3. Trước tiên, thấy rằng

J3 ≤ω(B(0, R))
1
r1

�

�bω,B(0,R)− bω,A(y)B(0,R)

�

�. (4.35)

Từ điều kiện ‖A(y)‖ 6= 0, ta có một số nguyên κ = κ(y) thỏa mãn
2κ−1 < ‖A(y)‖ ≤ 2κ. Đặt

S(κ) =

¨
�

j ∈ Z : 1≤ j ≤ κ
	

, nếu κ≥ 1,
�

j ∈ Z : κ+ 1≤ j ≤ 0
	

, trường hợp còn lại.

Khi đó
�

�bω,B(0,R)− bω,A(y)B(0,R)

�

�

≤
∑

j∈S(κ)

�

�bω,B2 j−1.R
− bω,B2 j .R

�

�+
�

�bω,B2κ.R
− bω,A(y)B(0,R)

�

�

® |κ|.


b


 .
C MO

r1
ω (H

n)+
�

�bω,B2κ.R
− bω,A(y)B(0,R)

�

�. (4.36)

Mặt khác, vì ‖A(y)‖ ' 2κ, nên

|κ|®

(

log(2‖A(y)‖), nếu κ≥ 0,
log 1

‖A(y)‖ , trường hợp còn lại.

®max{log(2‖A(y)‖), log
1

‖A(y)‖
}. (4.37)

Áp dụng bất đẳng thức Hölder ta có
�

�bω,B2κ.R
− bω,A(y)B(0,R)

�

�

≤
1

ω(A(y)B(0, R))

∫

A(y)B(0,R)

�

�b(x)− bω,B2κ.R

�

�ω(x)d x

≤
ω(B2κ.R)

1
r′1

ω(A(y)B(0, R))

 

∫

B2κ.R

�

�b(x)− bω,B2κR

�

�

r1ω(x)d x

!
1
r1
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≤
ω(B2κ.R)

ω(A(y)B(0, R))



b


 .
C MO

r1
ω (H

n). (4.38)

Từ ước lượng (4.31) và vì ‖A(y)‖ ' 2κ ta có
�

�bω,B2κ.R
− bω,A(y)B(0,R)

�

�

®
�

2κ.R
�Q+γ

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|.RQ+γ .


b


 .
C MO

r1
ω (H

n)

®
‖A(y)‖Q+γ

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|
.


b


 .
C MO

r1
ω (H

n).

Từ (4.35)-(4.37) suy ra

J3 ® R
Q+γ

r1

�

max{log(2‖A(y)‖), log
1

‖A(y)‖
}+

+
‖A(y)‖Q+γ

min {‖A(y)‖γ,‖A−1(y)‖−γ}|detA(y)|

�

.


b


 .
C MO

r1
ω (H

n).

Như vậy, bởi (4.28) và (4.34), ta đã hoàn thành chứng minh bất đẳng
thức (4.26). Tiếp theo, ước lượng cho (4.33). Ta có

‖ f (A(y)·)‖Lq1
ω (B(0,R))

≤
�

max {‖A−1(y)‖γ,‖A(y)‖−γ}|detA−1(y)|
�

1
q1 ‖ f ‖Lq1

ω (B(0,‖A(y)‖.R))

= µ(y).‖ f ‖Lq1
ω (B(0,‖A(y)‖.R)).

Từ (4.25) và (4.26), bổ đề đã được chứng minh.

Định lí 4.4. Cho 1 ≤ q < ∞, 1 < q1, r1 < ∞, γ > −Q, ω(x) = |x |γh,
b ∈ C ṀOr1

ω (H
n) và λ ∈ (− 1

q1
, 0). Nếu 1

q
= 1

q1
+ 1

r1
và

C16 =

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y)‖A(y)‖(Q+γ)(

1
q1
+λ)d y <∞,

thìH b
Φ,A bị chặn từ Ṁλ,q1

ω (Hn) đến Ṁλ,q
ω (H

n).

Chứng minh. Với bất kì R> 0, áp dụng Bổ đề 4.3 ta có

1

ω(B(0, R))
1
q
+λ
‖H b

Φ,A f ‖Lq
ω(B(0,R)) ® ‖b‖C ṀOr1

ω (Hn)

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
ψ(y)µ(y)×
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×
R

Q+γ
r1 ω(B(0,‖A(y)‖.R))

1
q1
+λ

ω(B(0, R))
1
q
+λ

1

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
1

q1
+λ
‖ f ‖Lq1

ω (B(0,‖A(y)‖.R))d y,

Từ ước lượng (4.14) và điều kiện 1
q
= 1

q1
+ 1

r1
, suy ra

R
Q+γ

r1 ω(B(0,‖A(y)‖.R))
1

q1
+λ

ω(B(0, R))
1
q
+λ

'
R

Q+γ
r1 (‖A(y)‖R)(Q+γ)(

1
q1
+λ)

R(Q+γ)(
1
q
+λ)

= ‖A(y)‖(Q+γ)(
1

q1
+λ).

Do vậy,

‖H b
Φ,A f ‖Ṁλ,q

ω (Hn) ®C16.‖b‖C MOr1
ω (Hn)‖ f ‖Ṁλ,q1

ω (Hn).

Định lí được chứng minh.

Định lí 4.5. Cho 1 ≤ p, q <∞, 1 < q1, r1 <∞, γ > −Q, ω(x) = |x |γh,
b ∈ C ṀOr1

ω (H
n), λ≥ 0, α2 = α+

Q+γ
r1

. Nếu 1
q
= 1

q1
+ 1

r1
và

C18 =

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y)(2−κ∗)1−

1
p‖A(y)‖λ−α2

�
0
∑

i=κ∗−1

2i(λ−α2)
�

d y <∞,

với κ∗ = κ∗(y) là số nguyên lớn nhất sao cho

‖A(y)‖.‖A−1(y)‖< 2−κ
∗
, với mọi hầu khắp y ∈Hn,

thìH b
Φ,A bị chặn từ MK̇α2,λ,p,q1

ω (Hn) đến MK̇α,λ,p,q
ω (Hn).

Chứng minh. Với mọi k ∈ Z, từ Bổ đề 4.3. Ta có

‖H b
Φ,A f χk‖Lq

ω(Hn) ® ‖b‖C MOr1
ω (Hn)2

k(Q+γ)
r1

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y).‖ f ‖Lq1

ω (A(y)Ck)d y.

Với số nguyên κ := κ(y) sao cho 2κ−1 < ‖A(y)‖ ≤ 2κ. Từ đó, đặt
u= A(y).z với z ∈ Ck, suy ra

|u|h ≥ ‖A−1(y)‖−1.|z|h ≥
‖A(y)‖.|z|h

‖A(y)‖.‖A−1(y)‖
> 2k+κ−2+κ∗,

và
|u|h ≤ ‖A(y)‖.|z|h ≤ 2k+κ.

Do vậy
A(y)Ck ⊂ {z ∈Hn : 2k+κ−2+κ∗ < |z|h ≤ 2k+κ}.
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Từ đó, ta được

‖H b
Φ,A f χk‖Lq

ω(Hn)

® ‖b‖C MOr1
ω (Hn)2

k(Q+γ)
r1

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y)

�
0
∑

i=κ∗−1

‖ f χk+κ+i‖Lq1
ω (Hn)

�

d y.

Áp dụng bất đẳng thức Minkowski và α2 = α+
Q+γ

r1
, suy ra

‖H b
Φ,A f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Hn) = sup
k0∈Z

2−k0λ
�

k0
∑

k=−∞

2kαp‖H b
Φ,A( f )χk‖

p
Lq
ω(Hn)

�1/p

≤ ‖b‖C MOr1
ω (Hn) sup

k0∈Z

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y).Kd y, (4.39)

ở đó K = 2−k0λ
� k0
∑

k=−∞
2kα2p�

0
∑

i=κ∗−1
‖ f χk+κ+i‖Lq1

ω (Hn)
�p
�

1
p . Áp dụng bất

đẳng thức Minkowski và ‖A(y)‖ ' 2κ, dẫn đến

K ≤ (2−κ∗)1−
1
p

0
∑

i=κ∗−1

2−k0λ
�

k0
∑

k=−∞

2kα2p‖ f χk+κ+i‖
p
Lq1
ω (Hn)

�
1
p

= (2−κ∗)1−
1
p

0
∑

i=κ∗−1

2(κ+i)(λ−α2)2−(k0+κ+i)λ
�

k0+κ+i
∑

j=−∞
2 jα2p‖ f χ j‖

p
Lq1
ω (Hn)

�
1
p

≤ (2−κ∗)1−
1
p

0
∑

i=κ∗−1

2i(λ−α2).2κ(λ−α2)‖ f ‖MK̇α2,λ,p,q1
ω (Hn)

® (2−κ∗)1−
1
p‖A(y)‖λ−α2

�
0
∑

i=κ∗−1

2i(λ−α2)
�

‖ f ‖MK̇α2,λ,p,q1
ω (Hn).

Khi đó, từ (4.39) suy ra

‖H b
Φ,A f ‖MK̇α,λ,p,q

ω (Hn) ®C18.‖b‖C MOr1
ω (Hn).‖ f ‖MK̇α2,λ,p,q1

ω (Hn).

Định lí đã được chứng minh.

Như trường hợp đặc biệt của Định lí 4.5, chúng tôi có được điều
kiện đủ cho tính bị chặn của H b

Φ,A trên nhóm Heisenberg, trên không
gian Herz có trọng lũy thừa như sau.
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Hệ quả 4.2. Cho 1 ≤ p <∞ và α2 = α+
Q+γ

r1
. Theo giả thiết của Bổ đề

4.3, nếu

C18.1 =

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ(y).µ(y)(2−κ∗)1−

1
p‖A(y)‖−α2

�
0
∑

i=κ∗−1

2−iα2

�

d y <∞,

thì
‖H b

Φ,A f ‖Kα,p,q
ω (Hn) ®C18.1.‖b‖C MOr1

ω (Hn)‖ f ‖Kα2,p,q1
ω (Hn).

4.5. Giao hoán tử H b
Φ,A và lớp trọng Muckenhoupt

Trong mục này, chúng tôi trình bày kết quả về điều kiện đủ cho tính
bị chặn của giao hoán tử H b

Φ,A trên không gian tâm Morrey có trọng
Muckenhoupt (Định lí 4.6).

Bổ đề dưới đây dùng để chứng minh Định lí 4.6.

Bổ đề 4.4. Cho 1 ≤ q, q∗1, r∗1,ζ <∞, ω ∈ Aζ với chỉ số tới hạn hữu hạn

rω cho điều kiện Hölder ngược, b ∈ C ṀO
r∗1
ω (Hn). Nếu 1

q
>

�

1
q∗1
+ 1

r∗1

�

ζ
rω

rω−1

thì

‖H b
Φ,A f ‖Lq

ω(B(0,R))

®


b


 .
C MO

r∗1
ω (H

n)

∫

Rn

Φ(y)

|y|Qh
ψ1(y)µ1(y)

ω(B(0, R))
1
q

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
1

q∗1

‖ f ‖
L

q∗1
ω (B(0,‖A(y)‖.R))

d y,

ở đó

ψ1(y) = 1+
2‖A(y)‖Qζ

|detA(y)|ζ
+ |detA−1(y)|

ζ

r∗1 ‖A(y)‖
Qζ
r∗1 +max{log(2‖A(y)‖), log

1

‖A(y)‖
},

µ1(y) = |detA−1(y)|
ζ

q∗i ‖A(y)‖
Qζ
q∗1 .

Chứng minh. Từ (4.19), áp dụng bất đẳng thức Minkowski và bất đẳng
thức Hölder, ta đạt được bất đẳng thức (4.25). Ta đã có J1, J2, J3 trong
Bổ đề 4.3. Tiếp theo, J1, J2 và J3 có ước lượng như sau:
Với r1 < r∗1, ta có

J1 ≤ω(B(0, R))
1
r1 ‖b‖ .

C MO
r∗1
ω (H

n)
. (4.40)
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Kết hợp (4.29) và (4.30), ta được

J2 ≤ω(B)
1
r1
ω(B(0,‖A(y)‖.R))
ω(A(y)B(0, R))

‖b‖ .
C MO

r∗1
ω (H

n)

+

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

. (4.41)

Áp dụng Mệnh đề 1.3 và (4.31), suy ra

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
ω(A(y)B(0, R))

®
� |B(0,‖A(y)‖.R)|
|A(y)B(0, R)|

�ζ

'
�

|‖A(y)‖QRQ

|detA(y)|RQ

�ζ

=
‖A(y)‖Qζ

|detA(y)|ζ
.

(4.42)

Từ (4.19), tồn tại β1 ∈ (1, rω) thỏa mãn
r∗1
ζ
= r1β

′
1. Áp dụng bất đẳng

thức Hölder và điều kiện Hölder ngược ta có
 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1

≤

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|
r∗1
ζ d x

!
ζ

r∗1
 

∫

B(0,R)

ω(x)β1d x

!
1

β1 r1

® |B(0, R)|
−ζ
r∗1ω(B(0, R))

1
r1

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|
r∗1
ζ d x

!
ζ

r∗1

.

Từ Mệnh đề 1.2, dẫn đến
 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|
r∗1
ζ d x

!
ζ

r∗1

≤ |detA−1(y)|
ζ

r∗1

 

∫

B(0,‖A(y)‖.R)
|b(z)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|

r∗1
ζ dz

!
ζ

r∗1

≤ |detA−1(y)|
ζ

r∗1
|B(0,‖A(y)‖.R)|

ζ

r∗1

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
1
r∗1

 

∫

B(0,‖A(y)‖.R)
|b(z)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r

∗
1ω(z)dz

!
1
r∗1

.

Mặt khác, |B(0,‖A(y)‖.R)|
|B(0,R)| ' ‖A(y)‖Q. Do vậy

 

∫

B(0,R)

|b(A(y)x)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r1ω(x)d x

!
1
r1
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®ω(B(0, R))
1
r1 |detA−1(y)|

ζ

r∗1 ‖A(y)‖
Qζ
r∗1

×

 

1

ω(B(0,‖A(y)‖.R))

∫

B(0,‖A(y)‖.R)
|b(z)− bω,B(0,‖A(y)‖.R)|r

∗
1ω(z)dz

!
1
r∗1

®ω(B)
1
r1 |detA−1(y)|

ζ

r∗1 ‖A(y)‖
Qζ
r∗1 .‖b‖ .

C MO
r∗1
ω (H

n)
. (4.43)

Do đó, từ (4.41) và (4.42) suy ra

J2 ®ω(B)
1
r1

�

‖A(y)‖Qζ

|detA(y)|ζ
+ |detA−1(y)|

ζ

r∗1 ‖A(y)‖
Qζ
r∗1

�

.‖b‖ .
C MO

r∗1
ω (H

n)
. (4.44)

Mặt khác, do ‖A(y)‖ ' 2κ, sử dụng Mệnh đề 1.3 ta được

ω(B2κ.R)
ω(A(y)B)

®
� |B2κ.R|
|A(y)B(0, R)|

�ζ

®
(2κR)Qζ

|detA(y)|ζRQζ
'
‖A(y)‖Qζ

|detA(y)|ζ
.

Từ (4.35)-(4.37), ta được

J3 ®ω(B(0, R))
1
r1

�

max{log(2‖A(y)‖), log
1

‖A(y)‖
}+

ω(B2κ.R)
ω(A(y)B(0, R))

�



b


 .
C MO

r1
ω (H

n)

®ω(B(0, R))
1
r1

�

max{log(2‖A(y)‖), log
1

‖A(y)‖
}+
‖A(y)‖Qζ

|detA(y)|ζ
�



b


 .
C MO

r∗1
ω (H

n)
.

Do vậy, từ (4.27), (4.40) và (4.44), ta có

‖b(·)− b(A(y)·)‖L r1
ω (B(0,R)) ®ω(B(0, R))

1
r1 .ψ1(y).



b


 .
C MO

r∗1
ω (H

n)
. (4.45)

Bên cạnh đó, bởi (4.19) và ước lượng (4.43) ở trên, dẫn đến

 

∫

B(0,R)

| f (A(y)x)|q1ω(x)d x

!
1

q1

®ω(B(0, R))
1

q1 |detA−1(y)|
ζ

q∗1 ‖A(y)‖
Qζ
q∗1ω(B(0,‖A(y)‖.R))

−1
q∗1 ‖ f ‖

L
q∗1
ω (B(0,‖A(y)‖.R))

=ω(B(0, R))
1

q1 .µ1(y).ω(B(0,‖A(y)‖.R))
−1
q∗1 ‖ f ‖

L
q∗1
ω (B(0,‖A(y)‖.R))

.

Từ (4.25) và (4.45), bổ đề đã được chứng minh.

Định lí 4.6. Cho 1 ≤ q, q∗1, r∗1,ζ <∞, ω ∈ Aζ với chỉ số tới hạn rω cho

điều kiện Hölder ngược, b ∈ C ṀO
r∗1
ω (Hn), λ ∈ (− 1

q∗1
, 0) và δ ∈ (1, rω).
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Nếu 1
q
>

�

1
q∗1
+ 1

r∗1

�

ζ
rω

rω−1
và

C17 =

∫

Rn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ1(y).µ1(y)×

×
�

‖A(y)‖Qζλχ{y∈Hn:‖A(y)‖≤1}+ ‖A(y)‖Q
(δ−1)λ
δ χ{y∈Hn:‖A(y)‖>1}

�

d y <∞,

thìH b
Φ,A bị chặn từ Ṁ

λ,q∗1
ω (Hn) đến Ṁλ,q

ω (H
n).

Chứng minh. Với bất kì R> 0, từ Bổ đề 4.4 suy ra

1

ω(B(0, R))
1
q
+λ
‖H b

Φ,A( f )‖Lq
ω(B(0,R)) ® ‖b‖C ṀO

r∗1
ω (Hn)

∫

Hn

Φ(y)

|y|Qh
.ψ1(y).µ1(y)×

×
�

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
ω(B(0, R))

�λ 1

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
1

q∗1
+λ
‖ f ‖

L
q∗1
ω (B(0,‖A(y)‖.R))

d y,

Mặt khác, vì λ < 0, từ Mệnh đề 1.3 ta suy ra
�

ω(B(0,‖A(y)‖.R))
ω(B(0, R))

�λ

®







�

|B(0,‖A(y)‖.R)|
|B(0,R)|

�ζλ

® ‖A(y)‖Qζλ, nếu ‖A(y)‖ ≤ 1,
�

|B(0,‖A(y)‖.R)|
|B(0,R)|

�
(δ−1)λ
δ ® ‖A(y)‖Q

(δ−1)λ
δ , trường hợp còn lại.

= ‖A(y)‖Qζλχ{y∈Hn:‖A(y)‖≤1}+ ‖A(y)‖Q
(δ−1)λ
δ χ{y∈Hn:‖A(y)‖>1}

Do đó, ta được

‖H b
Φ,A f ‖Ṁλ,q

ω (Hn) ®C17.‖b‖
C MO

r∗1
ω (Hn)

‖ f ‖
Ṁ
λ,q∗1
ω (Hn)

.

Định lí đã được chứng minh.

Kết luận Chương 4

Trong Chương 4, chúng tôi thu được các kết quả sau:

• Trình bày các kết quả về điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao
hoán tử H b

Φ,Ω trên các không gian có trọng lũy thừa như: không gian
tâm Morrey (Định lí 4.1), không gian Morrey-Herz (Định lí 4.2).
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• Trình bày kết quả về điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán
tử H b

Φ,Ω trên không gian tâm Morrey có trọng Muckenhoupt (Định lí
4.3).

• Trình bày các kết quả về điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao
hoán tử H b

Φ,A trên các không gian có trọng lũy thừa như: không gian
tâm Morrey (Định lí 4.4), không gian Morrey-Herz (Định lí 4.5)

• Trình bày kết quả về điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán
tử H b

Φ,A trên không gian tâm Morrey có trọng Muckenhoupt (Định lí
4.6).
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1. Các kết quả đạt được

Luận án ước lượng chuẩn, nghiên cứu điều kiện đủ cho tính bị
chặn của một số lớp toán tử Hausdorff và giao hoán tử của chúng trên
trường thực và nhóm Heisenberg. Các kết quả bao gồm:

1) Đưa ra điều kiện cần và đủ cho tính bị chặn của toán tử Haus-
dorff thôHΦ,Ω trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz,
không gian Morrey-Herz có trọng thuần nhất. Sau đó, có ước
lượng chuẩn của toán tửHΦ,Ω và kết luận mới về ước lượng chuẩn
của toán tử Hardy, toán tử Hardy liên hợp cho các không gian trên
với trọng lũy thừa. Đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao
hoán tử toán tử Hausdorff thô H b

Φ,Ω với biểu trưng thuộc không
gian Lipschitz, trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz,
không gian Morrey-Herz có hai trọng thuần nhất.

2) Ước lượng chuẩn của toán tử Hausdorff đa tuyến tínhHΦ,~A trên
tích các không gian hàm tâm Morrey, không gian Herz, không
gian Morrey-Herz có hai trọng lũy thừa. Sau đó, có kết luận ước
lượng chuẩn cho toán tử Hardy-Ceàro đa tuyến tính trên tích các
không gian ở trên. Đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của toán
tửHΦ,~A trên tích các không gian tâm Morrey, không gian Morrey-
Herz có hai trọng Muckenhoupt.

3) Đưa ra điều kiện đủ cho tính bị chặn của giao hoán tử toán
tử Hausdorff thô H b

Φ,Ω, giao hoán tử của toán tử ma trận Haus-
dorffH b

Φ,A trên nhóm Heisenberg với biểu trưng thuộc không gian
`-tâm BMO, trên các không gian tâm Morrey, không gian Herz,
không gian Morrey-Herz có trọng lũy thừa hoặc trọng Mucken-
houpt.
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2. Kiến nghị một số vấn đề nghiên cứu tiếp theo

Bên cạnh các kết quả đã đạt được trong luận án, một số vấn đề
mở cần được tiếp tục nghiên cứu bao gồm:

1) Tính được chuẩn của toán tử HΦ,Ω và giao hoán tử H b
Φ,Ω với

biểu trưng thuộc không gian Lipschitz, trên các không gian hàm
kiểu Morrey-Herz có trọng thuần nhất. Thiết lập được mối liên hệ
giữa toán tử tích phân kì dị và toán tử Hausdorff.

2) Tính được chuẩn của giao hoán tử toán tử Hausdorff đa tuyến
tínhHΦ,~A, với biểu trưng thuộc không gian Lipschitz, trên tích các
không gian kiểu Morrey-Herz có hai trọng Muckenhoupt.

3) Tính được chuẩn của một số lớp toán tử Hausdorff trên nhóm
Heisenberg, trên các không gian kiểu Morrey-Herz có hai trọng
lũy thừa hoặc trọng Muckenhoupt.
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