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Mð �¦u

1 L½ do chån �· t i
Hi»n t÷ñng ng÷ng tö Bose�Einstein (BEC), �÷ñc Einstein dü �o¡n v o n«m 1924,

l  mët v½ dö �iºn h¼nh v· sü ph¡ vï �èi xùng tü ph¡t trong lþ thuy¸t tr÷íng l÷ñng tû, câ
vai trá quan trång trong nhi·u l¾nh vüc vªt lþ tø vi mæ �¸n v¾ mæ. M°c dò c¡c lþ thuy¸t
nh÷ Gross�Pitaevskii (GP) v  Bogoliubov �¢ mæ t£ tèt kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë th§p,
song chóng v¨n cán h¤n ch¸ khi x²t �¸n t÷ìng t¡c v  hi»u ùng nhi»t. Ph÷ìng ph¡p t¡c
döng hi»u döng b§t kh£ quy hai h¤t (CJT) cung c§p mët khuæn khê lþ thuy¸t h» thèng
hìn, cho ph²p kh£o s¡t c¡c �¤i l÷ñng nhi»t �ëng v÷ñt ra ngo i g¦n �óng tr÷íng trung
b¼nh. B¶n c¤nh �â, c¡c nghi¶n cùu v· sü chuyºn pha ÷ît v  tr¤ng th¡i ti·n d½nh ÷ît trong
h» BEC hai th nh ph¦n v¨n cán r§t ½t v  ch÷a �÷ñc kiºm chùng thüc nghi»m.

Tø nhúng lþ do tr¶n, chóng tæi lüa chån �· t i cõa luªn ¡n l  �Nghi¶n cùu t½nh ch§t
nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë cüc th§p�, trong �â chóng tæi kh£o s¡t pha ti·n
d½nh ÷ît cõa BEC hai th nh ph¦n b¬ng lþ thuy¸t GP v  ph¥n t½ch c¡c �°c tr÷ng nhi»t
�ëng cõa kh½ Bose �çng nh§t ð nhi»t �ë húu h¤n trong khuæn khê lþ thuy¸t CJT.

2 Möc �½ch nghi¶n cùu
Trong luªn ¡n n y, chóng tæi �°t ra hai möc �½ch ch½nh:
1. T¼m c¡c biºu thùc gi£i t½ch cõa mët sè �¤i l÷ñng �°c tr÷ng cho tr¤ng th¡i ti·n

d½nh ÷ît (prewetting). Nhúng k¸t qu£ n y hy vång s³ �ành h÷îng cho vi»c thi¸t k¸ c¡c
th½ nghi»m �º quan s¡t �÷ñc hi»n t÷ñng chuyºn pha ÷ît trong h» ng÷ng tö Bose�Einstein
nhi·u th nh ph¦n.

2. T½nh to¡n nhi»t �ë chuyºn pha cõa kh½ Bose lo¢ng v  sü bi¸n �êi cõa c¡c �¤i
l÷ñng nhi»t �ëng ð nhi»t �ë húu h¤n, l¥n cªn nhi»t �ë chuyºn pha ng÷ng tö. Tr¶n cì sð
�â chóng ta câ thº hiºu �÷ñc £nh h÷ðng cõa nhi»t �ë l¶n qu¡ tr¼nh chuyºn pha ÷ît.

3 �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu
�èi t÷ñng nghi¶n cùu cõa luªn ¡n l  h» kh½ Bose lo¢ng, t÷ìng t¡c y¸u, mët v 

hai th nh ph¦n ð nhi»t �ë cüc th§p so vîi nhi»t �ë pháng (cï v i chöc �¸n v i tr«m
nano Kelvin), bao gçm c£ mi·n nhi»t �ë tr¶n v  d÷îi nhi»t �ë chuyºn pha ng÷ng tö
Bose�Einstein.

Ph¤m vi nghi¶n cùu gçm:
�èi vîi kh½ Bose hai th nh ph¦n: luªn ¡n kh£o s¡t h» trong khæng gian khæng �çng

nh§t ð nhi»t �ë khæng tuy»t �èi.
�èi vîi kh½ Bose lo¢ng mët th nh ph¦n: luªn ¡n xem x²t h» trong khæng gian �çng

nh§t ð nhi»t �ë húu h¤n, cö thº l  ð mi·n l¥n cªn nhi»t �ë chuyºn pha Tc v  ð mi·n nhi»t
�ë cüc th§p so vîi Tc (trong luªn ¡n gåi l  nhi»t �ë l¥n cªn khæng).
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4 Nhi»m vö nghi¶n cùu
Trong luªn ¡n n y, chóng tæi tªp trung nghi¶n cùu nhúng v§n �· sau:
1. Nghi¶n cùu sü d½nh ÷ît cõa h» ng÷ng tö Bose�Einstein hai th nh ph¦n bði t÷íng

cùng.
2. Lþ thuy¸t v· ng÷ng tö Bose�Einstein ð nhi»t �ë húu h¤n b¶n c¤nh lþ thuy¸t

Hartree�Fock�Bogoliubov �ang �÷ñc sû döng rëng r¢i.
3. Nghi¶n cùu t½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng trong pha ng÷ng tö ð nhi»t

�ë cüc th§p.
4. Nhi»t �ë chuyºn pha ng÷ng tö Tc cõa kh½ Bose lo¢ng t÷ìng t¡c y¸u.
5. T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng ð l¥n cªn �iºm chuyºn pha.

5 Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu
Trong luªn ¡n n y, chóng tæi sû döng ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu nh÷ sau:
1. Khi nghi¶n cùu v· kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë khæng, chóng tæi sû döng lþ thuy¸t

Gross�Pitaevskii. Do khæng câ nghi»m gi£i t½ch ch½nh x¡c �èi vîi tham sè trªt tü cõa h»,
�÷ñc �÷a ra trong h» ph÷ìng tr¼nh Gross�Pitaevskii, l  mët h» ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n phi
tuy¸n bªc hai, n¶n chóng tæi kh­c phöc b¬ng c¡ch sû döng th¶m ph÷ìng ph¡p g¦n �óng
parabol k²p (DPA). �nh h÷ðng bði tr÷íng ngo i v  £nh h÷ðng do th«ng gi¡ng l÷ñng tû
�÷ñc bä qua trong nghi¶n cùu n y.

2. Khi nghi¶n cùu v· kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë cüc th§p, chóng tæi sû döng ph÷ìng
ph¡p t¡c döng hi»u döng Cornwall�Jackiw�Tomboulis (CJT), trong �â t¡c döng hi»u
döng l  phi¸m h m cõa h m tr÷íng v  h m truy·n. Vi»c t¼m ch½nh x¡c t¡c döng l 
væ còng khâ kh«n, do �â t¡c döng hi»u döng �÷ñc chóng tæi x¡c �ành trong g¦n �óng
Hartree�Fock c£i ti¸n ð mùc �ë g¦n �óng hai váng. �nh h÷ðng cõa th«ng gi¡ng l÷ñng tû
v  sü k½ch th½ch nhi»t �÷ñc chóng tæi xem x²t trong nghi¶n cùu n y.

6 C§u tróc cõa luªn ¡n
Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn�ki¸n nghà, c¡c danh möc v  t i li»u tham kh£o, ph¦n

nëi dung ch½nh cõa luªn ¡n gçm bèn ch÷ìng nh÷ sau:
Ch÷ìng 1: Têng quan v· ng÷ng tö Bose�Einstein.
Ch÷ìng 2: C¡c ph÷ìng ph¡p g¦n �óng.
Ch÷ìng 3: T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë khæng.
Ch÷ìng 4: T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë húu h¤n.
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Ch÷ìng 1

Têng quan v· ng÷ng tö
Bose�Einstein

1.1 Ng÷ng tö Bose�Einstein

1.1.1 Thèng k¶ Bose�Einstein
Theo vªt lþ thèng k¶ l÷ñng tû, sè boson trung b¼nh ð tr¤ng th¡i �ìn h¤t |ni⟩ ùng

vîi mùc n«ng l÷ñng εi l 

⟨ni⟩ =
1

eβ(εi−µ) − 1
, (1.1)

trong �â β = (kBT )
−1 vîi T l  nhi»t �ë v  kB l  h¬ng sè Boltzmann. V¸ ph£i cõa ph÷ìng

tr¼nh tr¶n �÷ñc gåi l  h m ph¥n bè Bose�Einstein.

1.1.2 Sü ng÷ng tö cõa kh½ Bose
Sè h¤t trung b¼nh ð tr¤ng th¡i cì b£n (ε0 = 0) l 

⟨n0⟩ =
1

e−βµ − 1
, (1.2)

v  do �â, s³ câ l÷ñng lîn c¡c h¤t trð v· tr¤ng th¡i cì b£n khi th¸ hâa µ d¦n tîi ε0 = 0 ð
ph½a ¥m.

Nhi»t �ë tîi h¤n cõa kh½ Bose l½ t÷ðng tü do l 

Tc =
2πℏ2

mkB

(
ρ

ζ(3/2)

)2/3

≈ 3.31
ℏ2ρ2/3

mkB
, (1.3)

trong �â ρ = N/V l  mªt �ë h¤t.
Sè h¤t ng÷ng tö N0 cõa kh½ Bose l½ t÷ðng �çng nh§t ð nhi»t �ë T (< Tc) l 

N0 = N −Nex = N

[
1−

(
T

Tc

)3/2
]
. (1.4)

Theo ph÷ìng ph¡p nhi¹u lo¤n Bogoliubov v  ph÷ìng ph¡p gi£ th¸ Lee�Huang�Yang,
t¿ l» khæng ng÷ng tö cõa kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë khæng l 

Nex

N
=

8

3
√
π

√
ρa3s, (1.5)

trong �â as l  �ë d i t¡n x¤ sâng s (s-wave scattering length).
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1.2 C¡c k¸t qu£ thüc nghi»m v· ng÷ng tö Bose�
Einstein

1.2.1 C¡c k¸t qu£ thüc nghi»m v· sü ng÷ng tö cõa kh½ Bose
Th¡ng 6 n«m 1995, Cornell v  Wieman t¤i JILA (Joint Institute for Laboratory As-

trophysics) l¦n �¦u ti¶n quan s¡t �÷ñc ng÷ng tö Bose�Einstein khi l m l¤nh kh½ Rubidium-
87 (87Rb) �¸n nhi»t �ë 170 nK, t¤o n¶n tr¤ng th¡i ng÷ng tö vîi kho£ng 2000 nguy¶n tû. Sü
h¼nh th nh BEC �÷ñc x¡c nhªn qua c¡c �°c tr÷ng rã r»t trong ph¥n bè vªn tèc v  �÷ñc
ghi nhªn b¬ng kÿ thuªt chöp £nh thíi gian bay (TOF imaging). Ngay sau �â, Ketterle t¤i
Vi»n Cæng ngh» Massachusetts (MIT) (th¡ng 9 n«m 1995) �¢ t¤o BEC cõa Sodium-23 ð
200 nK. C¡c th½ nghi»m ti¶n phong n y t¤o ra sü ph¡t triºn m¤nh m³ trong c¡c nghi¶n
cùu v· BEC, c£ v· lþ thuy¸t l¨n thüc nghi»m.

1.2.2 C¡c k¸t qu£ thüc nghi»m v· sü ng÷ng tö cõa hén hñp kh½
Bose

Sau khi t¤o �÷ñc ng÷ng tö Bose�Einstein �¦u ti¶n, c¡c th½ nghi»m ti¸p theo �¢ mð
rëng sang h» hén hñp BEC nhi·u th nh ph¦n, bao gçm c£ c¡c h» �çng và v  dà nguy¶n
tû. Nhí kÿ thuªt l m l¤nh c£m ùng v  �i·u ch¿nh t÷ìng t¡c b¬ng cëng h÷ðng Feshbach,
c¡c nh  nghi¶n cùu �¢ quan s¡t �÷ñc hi»n t÷ñng chuyºn pha giúa tr¤ng th¡i trën l¨n v 
ph¥n t¡ch pha. Nhúng k¸t qu£ n y gióp hiºu rã hìn vai trá cõa t÷ìng t¡c li¶n lo i trong
c§u tróc v  �ëng lüc håc cõa h» Bose si¶u l¤nh, �çng thíi t¤o n·n t£ng cho mæ phäng
l÷ñng tû v  cæng ngh» l÷ñng tû trong t÷ìng lai.

1.2.3 C¡c cæng ngh» t¤o t÷íng cùng
Hai ph÷ìng ph¡p, b¨y quang håc g¦n b· m°t v  g÷ìng ph£n x¤ ¡nh s¡ng xanh, �·u

chùng minh r¬ng câ thº t¤o ra c¡c bi¶n g¦n nh÷ t÷íng cùng cho h» BEC b¬ng cæng ngh»
quang håc ti¶n ti¸n. Nhúng kÿ thuªt n y mð ra kh£ n«ng mæ phäng c¡c h» l÷ñng tû câ
�i·u ki»n bi¶n x¡c �ành, tø �â phöc vö cho c¡c nghi¶n cùu lþ thuy¸t v  thüc nghi»m trong
c¡c h» BECs nâi ri¶ng v  c¡c h» l÷ñng tû nâi chung.

1.3 C¡c lþ thuy¸t nghi¶n cùu ng÷ng tö Bose�Einstein

1.3.1 Lþ thuy¸t Gross�Pitaevskii
Ph÷ìng tr¼nh Gross�Pitaevskii phö thuëc thíi gian mæ t£ h m sâng ng÷ng tö l 

iℏ
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(
− ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2

)
Ψ(r, t), (1.6)

trong �â g =
4πℏ2

m
as l  h¬ng sè t÷ìng t¡c c°p, vîi as l  �ë d i t¡n x¤ sâng s.

Ð tr¤ng th¡i cì b£n, ta câ thº vi¸t h m sâng cõa ng÷ng tö d÷îi d¤ng

Ψ(r, t) = Ψ0(r)e−iµtℏ , (1.7)
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trong �â µ l  th¸ hâa v  Ψ0 l  mët h m thüc thäa m¢n �i·u ki»n chu©n hâa
�
drΨ2

0 =

N0 = N . Thay (1.7) v o (1.6) ta thu �÷ñc ph÷ìng tr¼nh GP khæng phö thuëc thíi gian
(TIGP), (

− ℏ2

2m
∇2 + Vext(r) + gΨ2

0(r)
)
Ψ0(r) = µΨ0(r). (1.8)

1.3.2 Ph÷ìng ph¡p t¡c döng hi»u döng Cornwall�Jackiw�
Tomboulis

Ùng vîi sü tri»t ti¶u cõa nguçn ngo i (J = K = 0), tr¤ng th¡i cì b£n cõa h» vªt lþ
ph£i thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh khe

δΓ[Ψ0, G]

δΨ0

= 0, (1.9)

v  ph÷ìng tr¼nh Schwinger�Dyson (SD)

δΓ[Ψ0, G]

δG
= 0, (1.10)

trong �â Γ[Ψ0, G] l  t¡c döng hi»u döng 2PI:

Γ[Ψ0, G] = S0[Ψ0] +
iℏ
2
tr
(
lnG−1 +G−1

0 (Ψ0)G− 11
)
+ Γ2[Ψ0, G]. (1.11)

Mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng CJT ùng vîi t¡c döng hi»u döng (1.11) câ d¤ng:

VCJT = V0(Ψ0)−
iℏ
2

�
d4k

(2π)4
tr
[
lnG−1(k) +G−1

0 (k)G(k)− 11
]
+ V2[Ψ0, G], (1.12)

trong �â V0(Ψ0) l  th¸ cê �iºn.

5



Ch÷ìng 2

C¡c ph÷ìng ph¡p g¦n �óng

2.1 G¦n �óng parabol k²p

2.1.1 G¦n �óng parabol k²p trong nghi¶n cùu h» ng÷ng tö Bose�
Einstein mët th nh ph¦n

Þ t÷ðng cì b£n cõa g¦n �óng DPA n y l  thay th¸ GP bªc 4:

VGP = −µ|Ψ0|2 +
g

2
|Ψ0|4 (2.1)

b¬ng mët th¸ bªc 2 (gåi l  th¸ DPA):

VDPA(Ψ0) = gρ2

2(1− √|Ψ0|2√
ρ

)2

− 1

2

 . (2.2)

Sü thay th¸ n y khi¸n ph÷ìng tr¼nh GP mæ t£ h m sâng ng÷ng tö trð th nh ph÷ìng tr¼nh
vi ph¥n tuy¸n t½nh, v  tø �â, chóng ta câ thº d¹ d ng t¼m �÷ñc nghi»m gi£i t½ch cõa nâ.

2.1.2 G¦n �óng parabol k²p trong nghi¶n cùu h» ng÷ng tö Bose�
Einstein hai th nh ph¦n

H» ph÷ìng tr¼nh TIGP khæng thù nguy¶n mæ t£ h m sâng ng÷ng tö khæng thù
nguy¶n cõa h» câ d¤ng:

−d
2ψ1

dz̃2
− ψ1 + ψ3

1 +K|ψ2|2ψ1 = 0,

−ξ2d
2ψ2

dz̃2
− ψ2 + ψ3

2 +K|ψ1|2ψ2 = 0. (2.3)

X²t tr÷íng hñp hai th nh ph¦n ng÷ng tö còng c¥n b¬ng ð pha khèi v  ð trong khæng gian
rëng væ h¤n, ta câ �i·u ki»n bi¶n Dirichlet nh÷ sau:

ψ1(−∞) = ψ2(∞) = 0,

ψ2(−∞) = ψ1(∞) = 1. (2.4)
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�º thu �÷ñc biºu thùc gi£i t½ch cõa ψj vîi måi gi¡ trà cõa K v  ξ, ta c¦n sû döng
ph÷ìng ph¡p DPA, vîi th¸ GP khæng thù nguy¶n cõa h» BEC hai th nh ph¦n �÷ñc thay
th¸ bði th¸ DPA khæng thù nguy¶n:

VDPA(ψ1, ψ2) = 2(|ψj| − 1)2 + (K − 1)|ψj′|2 −
1

2
, (2.5)

K¸t qu£ thu �÷ñc l  sü xu§t hi»n cõa hai ph÷ìng tr¼nh �ëc lªp tuy¸n t½nh mæ t£
g¦n �óng c¡c tham sè trªt tü rót gån cõa h»:

−d
2ψj

dz̃2
+ 2(ψj − 1) = 0,

−ξ2d
2ψj′

dz̃2
+ (K − 1)ψj′ = 0. (2.6)

Nghi»m cõa hai ph÷ìng tr¼nh tr¶n t÷ìng ùng l 

ψj(z̃) = 1−
√
K + 1√

2 +
√
K + 1

exp
(
−
√
2|z̃|
)
,

ψj′(z̃) =

√
K − 1√

2 +
√
K − 1

exp

(
−
√
K − 1

ξ
|z̃|
)
, (2.7)

vîi (j, j′) = (1, 2) n¸u z ≥ 0 v  (j, j′) = (2, 1) n¸u z ≤ 0.

2.2 G¦n �óng Hartree�Fock
Trong g¦n �óng Hartree�Fock, ta ch¿ giú l¤i �âng gâp 2PI �ìn gi£n nh§t trong

phi¸m h m Γ2 cõa t¡c döng hi»u döng CJT, cö thº l  gi£n �ç bong bâng k²p (double-
bubble). Gi£n �ç n y biºu di¹n c¡c hi»u ùng tü t÷ìng t¡c bªc th§p nh§t (lowest-order
self-interaction) mët c¡ch nh§t qu¡n (phi nhi¹u lo¤n), �çng thíi thüc hi»n ph²p têng væ
h¤n mët lîp c¡c gi£n �ç nhi¹u lo¤n, cö thº l  c¡c gi£n �ç kiºu �hoa cóc� (daisy) v  ��a
hoa cóc� (superdaisy). Ngo i ra, nâ mæ t£ c¡c hi»u ùng tr÷íng trung b¼nh nh÷ t÷ìng t¡c
trüc ti¸p (Hartree), v  trong mët sè h» l  c£ t÷ìng t¡c trao �êi (Fock).

2.2.1 Mªt �ë Lagrangian t÷ìng t¡c trong g¦n �óng HF
Trong lþ thuy¸t Ψ4, mªt �ë Lagrangian l 

L[Ψ,Ψ∗] = Ψ∗
(
−iℏ ∂

∂t
− ℏ2

2m
∇2

)
Ψ− µ|Ψ|2 + g

2
|Ψ|4. (2.8)

Theo h¼nh thùc luªn thíi gian £o ð nhi»t �ë T húu h¤n, mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng CJT
câ d¤ng:

VCJT = −µΨ2
0 +

1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k) +G−1

0 (k)G(k)− 11
]
+ V2(Ψ0, G), (2.9)

Trong ph÷ìng tr¼nh tr¶n, kþ hi»u
�
β
�÷ñc chóng tæi quy ÷îc l 

�
β

f(k) ≡ 1

β

+∞∑
n=−∞

�
d3k
(2π)3

f(ωn, |k|). (2.10)
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vîi ωn = 2nπℏ−1β−1 l  c¡c t¦n sè Matsubara �èi vîi boson.
Trong g¦n �óng HF, biºu thùc cõa V2(Ψ0, G) câ d¤ng:

V2(Ψ0, G) =
g

2
Ψ4

0 +
g

2
Ψ2

0 (3P11 + P22) +
g

4
P11P22 +

3g

8

(
P 2
11 + P 2

22

)
, (2.11)

trong �â Pjj =
�
β
Gjj(k) (vîi j = 1, 2) l  c¡c loop biºu di¹n c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng

trong khæng gian xung l÷ñng.

•

Ψ0 Ψ0

Ψ0Ψ0

g
2 + •

Ψ0Ψ0

Ψ1 Ψ1

3g
2

+ •

Ψ0Ψ0

Ψ2 Ψ2

g
2

•

Ψ1 Ψ2

Ψ1 Ψ2

g
4+ + •

Ψi Ψi

Ψi Ψi

g
83

∑2
i=1

H¼nh 2.1: Gi£n �ç Feynman 2PI ùng vîi phi¸m h m LW.

2.2.2 G¦n �óng c¥y (tree approximation)
Trong g¦n �óng c¥y, mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng câ d¤ng:

VCJT = −µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0. (2.12)

2.2.3 G¦n �óng mët váng (one-loop)
Trong g¦n �óng mët váng, mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng câ d¤ng:

VCJT = −µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0 +
1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k)

]
. (2.13)

2.2.4 G¦n �óng hai váng (two-loop)
Trong g¦n �óng hai váng, mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng câ d¤ng:

VCJT =− µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0 +
1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k) +G−1

0 (k)G(k)− 11
]

+
3g

8

(
P 2
11 + P 2

22

)
+
g

4
P11P22. (2.14)
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Ch÷ìng 3

T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose
lo¢ng ð nhi»t �ë khæng

3.1 Tr¤ng th¡i cì b£n cõa h» Bose�Einstein hai th nh
ph¦n trong khæng gian nûa væ h¤n

Chóng tæi xem x²t h» BEC hai th nh ph¦n �èi xùng tành ti¸n trong m°t ph¯ng
(x, y) v  bà giîi h¤n bði mët t÷íng cùng t¤i z = 0. Ngo i ra, thay v¼ giú sè h¤t cè �ành,
chóng tæi xem x²t h» vîi th¸ hâa cè �ành. Gi£ sû ng÷ng tö 1 �ang ên �ành ð pha khèi vîi
th¸ hâa µ1 = µ̄1 v  mªt �ë ρ1 = µ1/g11. Trong khi �â, ng÷ng tö 2 vîi th¸ hâa µ2 v  mªt
�ë ρ2 ch÷a �¤t �÷ñc sü ên �ành pha khèi. Sü c¥n b¬ng hai pha khèi cõa h» �¤t �÷ñc n¸u
th¸ hâa v  mªt �ë cõa ng÷ng tö 2 l¦n l÷ñt l  µ2 = µ̄2 = µ1

√
g22/g11 v  ρ2 = ρ̄2 = µ̄2/g22.

H» ph÷ìng tr¼nh TIGP mæ t£ tham sè trªt tü rót gån cõa h» nh÷ sau:

−d
2ψ1

dz̃2
− ψ1 + ψ3

1 +Kψ2
2ψ1 = 0, (3.1a)

−ξ2d
2ψ2

dz̃2
− ϵψ2 + ψ3

2 +Kψ2
1ψ2 = 0, (3.1b)

vîi �i·u ki»n bi¶n t÷ìng ùng l : ψ1(0) = ψ2(0) = ψ2(∞) = 0, ψ1(∞) = 1.
�¤i l÷ñng ϵ trong v¸ tr¡i cõa (3.1b) �÷ñc �ành ngh¾a l  ϵ = µ2/µ̄2 v  �÷ñc gåi l  t¿

l» th¸ hâa. Sû döng ph÷ìng ph¡p DPA, chóng tæi thu �÷ñc c¡c tham sè trªt tü rót gån
nh÷ sau:
- Ð mi·n b¶n ph£i m°t ph¥n c¡ch (z̃ > 0):

ψ1(z̃) = 1 + A1e
−
√
2z̃ (3.2a)

ψ2(z̃) = B1 exp

(
−
√
K − ϵ

ξ
z̃

)
. (3.2b)

- Ð mi·n b¶n tr¡i m°t ph¥n c¡ch (z̃ < 0):

ψ1(z̃) = 2A2 sinh
(√

ϵK − 1z̃
)
, (3.3a)

ψ2(z̃) = 2B2 sinh

(√
2ϵ

ξ
z̃

)
+
√
ϵ

[
1− exp

(
−
√
2ϵ

ξ
z̃

)]
. (3.3b)

C¡c h¬ng sè t½ch ph¥n A1, A2, B1, B2 �÷ñc x¡c �ành tø �i·u ki»n li¶n töc cõa c¡c tham
sè trªt tü rót gån v  �¤o h m bªc nh§t cõa nâ t¤i m°t ph¥n c¡ch (z̃ = ℓ̃).
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3.2 Gi£n �ç pha ti·n d½nh ÷ît
Chóng tæi xem x²t qu¡ tr¼nh t¤o nh¥n (nucleation), l  qu¡ tr¼nh th nh ph¦n 2 b­t

�¦u h¼nh th nh trong th nh ph¦n 1. Khi �â ψ2 nhä so vîi mët n¶n ta câ h» ph÷ìng tr¼nh

−d
2ψ1

dz̃2
− ψ1 + ψ3

1 = 0, (3.4a)

−ξ2d
2ψ2

dz̃2
− ϵψ2 +Kψ2

1ψ2 = 0, (3.4b)

Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n thu �÷ñc

ϵn = K − ξ2

2

[
1

2

√
1 +

8K

ξ2
−
(
n+

1

2

)]2
, n = 1, 2, 3, ... (3.5)

ψ2(z̃) =

[
cosh

(
z̃√
2

)]−√
2ξ1/Λ2 n∑

m=0

cm

[
tanh

(
z̃√
2

)]m
. (3.6)

�i·u ki»n bi¶n ψ2(0) = a0 = 0 d¨n tîi a2 = 0. Tø �â suy ra trà ri¶ng duy nh§t ùng vîi
n = 1 l 

ϵ = K − ξ2

8

[√
1 +

8K

ξ2
− 3

]2
. (3.7)

�º x¡c thüc k¸t qu£ gi£i t½ch thu �÷ñc, chóng tæi v³ �ç thà biºu di¹n tham sè trªt
tü nh÷ trong H¼nh 3.1. Sü tròng khîp giúa hai �ç thà gâp ph¦n x¡c nhªn t½nh ch½nh x¡c
�èi vîi k¸t qu£ gi£i t½ch m  chóng tæi thu �÷ñc.

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

ψj

ψ2

ψ1

z̃

H¼nh 3.1: �ç thà biºu di¹n tham sè trªt tü rót gån theo z̃ t¤i ϵ = 0.92, ξ = 1/2 v  K = 1.3.
�÷íng n²t li·n biºu di¹n k¸t qu£ gi£i t½ch, cán �÷íng n²t �ùt biºu di¹n k¸t qu£ t½nh sè.

Trong H¼nh 3.2, mi·n khæng trën l¨n (the immiscible region), mi·n n y �÷ñc ng«n
c¡ch vîi mi·n trën l¨n (the miscible region) b¬ng �o¤n th¯ng MN, �°c tr÷ng cho c¡c
tr¤ng th¡i trën l¨n (the demixing states) câ K = 1.
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ϵ

K

M B W

A

N

H¼nh 3.2: �÷íng t¤o nh¥n t¤i ξ = 1/3. Mi·n m u x¡m �÷ñc thº hi»n trong �ç thà �°c
tr÷ng cho mi·n khæng d½nh ÷ît.

Chóng tæi xem x²t tr÷íng hñp �÷ñc mæ t£ trong H¼nh 3.2 vîi gi¡ trà x¡c �ành cõa
ξ = 1/3. Mi·n khæng d½nh ÷ît cõa gi£n �ç �÷ñc thº hi»n trüc quan b¬ng mi·n m u x¡m.
T¤i �iºm ÷ît W, t¿ h» th¸ hâa ϵ ùng vîi sü c¥n b¬ng hai pha. T¤i �â, �ë d i phö trñ cõa
ng÷ng tö 2, ξ̄2, thäa m¢n �i·u ki»n ξ̄2 = ξ2 (v  ϵ = 1). �÷íng t¤o nh¥n giao vîi �÷íng
c¥n b¬ng pha khèi t¤i W, trong �â c÷íng �ë t÷ìng t¡c t¿ �èi K t¤i �â �÷ñc x¡c �ành l 
Kwet. Tø (3.7), chóng tæi suy ra k¸t qu£ sau:

Kwet = ϵ+
2

9

(
ϵ

ξ
− ξ

)2

. (3.8)

D¹ d ng th§y r¬ng gi¡ trà cüc �¤i cõa Kwet c ng lîn khi ξ c ng nhä. Vîi ξ = 1/3 th¼
Kwet ≤ 2.58, mi·n gi¡ trà n y cõa K l  phò hñp �º câ thº �i·u ch¿nh �÷ñc trong thüc
nghi»m.

Chóng tæi gi£ sû r¬ng ξ2 < ξ1. Theo �â, qu¡ tr¼nh chuyºn pha ÷ît khæng thº x£y
ra khi sùc c«ng b· m°t γ12 t¤i m°t ph¥n c¡ch giúa hai ng÷ng tö v  sùc c«ng b· m°t γWj

cõa ng÷ng tö j t¤i t÷íng (�÷ñc x¡c �ành ð ph¦n sau) tu¥n theo b§t �¯ng thùc:

γW1 < γW2 + γ12. (3.9)

�i·u ki»n tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi

K > ϵ+
2

9

(
ϵ

ξ
− ξ

)2

= Kwet. (3.10)

B§t �¯ng thùc tr¶n thº hi»n mi·n gi¡ trà cõa c÷íng �ë t÷ìng t¡c t¿ �èiK m  sü chuyºn pha
÷ît khæng thº x£y ra. Nâi c¡ch kh¡c, giai �o¤n ti·n d½nh ÷ît di¹n ra ð mi·n 1 < K ≤ Kwet.
Trong gi£n �ç pha ÷ît (H¼nh 3.2), tr¤ng th¡i ti·n d½nh ÷ît t÷ìng ùng vîi mi·n MNW
(mi·n m u x¡m). Qu¡ tr¼nh chuyºn pha ÷ît x£y ra khi 1 < K ≤ Kwet v  ϵ = 1. D÷îi
�o¤n m u �ä NW, sü t¤o nh¥n khæng x£y ra.
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3.3 T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa tr¤ng th¡i ti·n d½nh ÷ît

3.3.1 �ë d y cõa lîp ti·n d½nh ÷ît

0 2 4 6 8
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z̃

ψj

(a) ϵ = 0.95

0 2 4 6 8
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z̃

ℓ̃

ψj

(b) ϵ = 0.999

H¼nh 3.3: �ç thà biºu di¹n tham sè trªt tü rót gån cõa hai th nh ph¦n ng÷ng tö theo z̃
t¤i ξ = 1/3 v  K = 1.5.

�ë d y cõa lîp ti·n d½nh ÷ît �÷ñc x¡c �ành tø �i·u ki»n

ψ1(ℓ̃) = ψ2(ℓ̃) (3.11)

câ biºu thùc gi£i t½ch nh÷ sau:

ℓ̃ ≈ 1

2
√
ϵK − 1

ln

(√
K − ϵ+

√
2ϵ(1−

√
ϵ) + ϵ

√
ϵK − 1√

K − ϵ+
√
2ϵ(1−

√
ϵ)− ϵ

√
ϵK − 1

)
. (3.12)

Nh¼n v o H¼nh 3.3 ta th§y, �ë d y cõa lîp ti·n d½nh ÷ît s³ t«ng khi t¿ l» th¸ hâa
t«ng.

Tø ph÷ìng tr¼nh (3.12) ta th§y: �ë d y cõa lîp ti·n d½nh ÷ît phö thuëc v o c£ c÷íng
�ë t÷ìng t¡c t¿ �èi v  t¿ l» th¸ hâa, nh÷ng l¤i khæng phö thuëc v o �ë d i �°c tr÷ng t¿
�èi. �¡ng chó þ, m¨u sè trong h m logarit cõa (3.12) s³ d¦n tîi khæng khi t¿ l» th¸ hâa
d¦n tîi mët, �i·u n y ch¿ ra r¬ng, �ë d y cõa lîp ti·n d½nh ÷ît s³ �¤t �¸n mùc v¾ mæ v 
sü chuyºn pha ÷ît s³ x£y ra khi t¿ l» th¸ hâa b¬ng mët. K¸t qu£ n y cõng cè cho quan
�iºm: sü chuyºn pha ÷ît cõa BECs h§p phö tr¶n mët t÷íng cùng l  sü chuyºn pha bªc
mët.

Chóng tæi ph¥n t½ch (3.12) trong thang logarit b¬ng c¡ch �°t x = − ln (1− ϵ), tø
�â thu �÷ñc

ℓ̃ ≈ 1

2
√
K − 1

[
x− ln

(
3K +

√
2(K − 1)− 1

4(K − 1)

)]
. (3.13)

Rã r ng, �ë d y cõa lîp ti·n d½nh ÷ît thay �êi tuy¸n t½nh theo x, �i·u n y �÷ñc x¡c nhªn
thæng qua �ç thà d÷îi �¥y.
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ℓ̃

xα

H¼nh 3.4: �ç thà biºu di¹n �ë d y khæng thù nguy¶n cõa lîp ti·n d½nh ÷ît ℓ̃ theo x t¤i
K = 1.5. �÷íng n²t li·n �÷ñc v³ theo k¸t qu£ t½nh sè cõa ph÷ìng tr¼nh (3.11). C¡c kþ
hi»u trán �ä v  c¡c kþ hi»u vuæng l¦n l÷ñt l  c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc tø (3.12) v  (3.13).
C¡c kþ hi»u trán réng ùng vîi c¡c k¸t qu£ t½nh sè trong lþ thuy¸t GP.

Nh÷ vªy, c£ k¸t qu£ t½nh sè theo lþ thuy¸t GP v  DPA �·u cho th§y �ë d y cõa lîp
ti·n t½nh ÷ît câ thº �÷ñc biºu di¹n nh÷ mët h m tuy¸n t½nh cõa x vîi h» sè gâc a = tanα,
trong �â α l  gâc hñp bði �ç thà ℓ(x) v  tröc x (nh÷ trong H¼nh 3.4). Trong DPA, h» sè
gâc thu �÷ñc tø (3.13) l 

aDPA =
1

2
√
K − 1

. (3.14)

H» thùc tr¶n cho th§y, gâc α gi£m khi c÷íng �ë t÷ìng t¡c t¿ �èi t«ng l¶n. Trong B£ng
3.1, chóng tæi �÷a ra c¡c gi¡ trà cõa aDPA, aGP v  sai sè t¿ �èi t÷ìng ùng

δ =
|aGP − aDPA|

aGP

. (3.15)

�i·u quan trång m  ta câ thº th§y l  sai sè t¿ �èi cõa DPA so vîi lþ thuy¸t GP nhä hìn
10%.

K aDPA aGP δ (%)

1.1 0 0 0
1.3 0.913 0.916 0.36
1.5 0.707 0.756 6.53

B£ng 3.1: H» sè gâc a trong lþ thuy¸t GP, DPA v  sai sè t¿ �èi t÷ìng ùng.

3.3.2 Gâc ti¸p xóc
Theo �ành luªt Young, gâc ti¸p xóc θ thäa m¢n �i·u ki»n c¥n b¬ng cì håc cõa mët

�÷íng ti¸p xóc ba pha (three-phase contact line),

γW1 = γW2 + γ12 cos θ. (3.16)
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T÷íng cùng

Ng÷ng tö 1

Ng÷ng tö 2

T÷íng cùng

Ng÷ng tö 1

Ng÷ng tö 2θ

H¼nh 3.5: Hén hñp ng÷ng tö Bose�Einstein hai th nh ph¦n bà h§p phö tr¶n mët t÷íng
cùng ð pha ti·n d½nh ÷ît, 0 < θ < π/2, (h¼nh b¶n tr¡i) v  ð pha ÷ît (h¼nh b¶n ph£i).

Sùc c«ng b· m°t t¤i m°t ph¥n c¡ch giúa hai ng÷ng tö l  th¸ lîn d÷ thøa tr¶n mët
�ìn và di»n t½ch b· m°t. V· m°t to¡n håc, nâ câ thº �÷ñc x¡c �ành tø c¡c tham sè trªt
tü thæng qua h» thùc sau:

γ12 = 4Pξ1

� ∞

0

dz̃

[(
dψ1

dz̃

)2

+ ξ2
(
dψ2

dz̃

)2
]
. (3.17)

Thay (3.2) v  (3.3) v o (3.17) ta �÷ñc

γ12 = P
(
Mξ1 +Nξ̄2

)
, (3.18)

trong �â M v  N l  c¡c h¬ng sè phö thuëc v o ϵ, K v  ξ.
Trong g¦n �óng DPA, sùc c«ng b· m°t cõa ng÷ng tö j vîi t÷íng l 

γWj,pure = 2
√
2Pjξj. (3.19)

Trong h» ng÷ng tö m  chóng tæi �ang kh£o s¡t, ng÷ng tö 1 ð b¶n ph£i m°t ph¥n
c¡ch, cán ng÷ng tö 2 bà h§p phö bði mët t÷íng cùng. Do �â, sùc c«ng cõa ng÷ng tö 1
t¤i t÷íng �÷ñc �ành ngh¾a l  �ë ch»nh l»ch tr¶n mët �ìn và di»n t½ch giúa têng th¸ lîn
cõa h» v  th¸ lîn cõa nûa khæng gian l§p �¦y pha tinh khi¸t 1 ð pha khèi, tø h» ph÷ìng
tr¼nh GP (3.1) ta câ:

γW1 = γW1,pure + γW2,pure − 2P1ξ1

� ∞

0

Kψ2
1ψ

2
2dz̃. (3.20)

Ð g¦n �÷íng c¥n b¬ng pha khèi (�÷íng ϵ = 1 trong H¼nh 3.2), sùc c«ng t¤i m°t
ph¥n c¡ch giúa hai ng÷ng tö câ thº rót gån th nh

γ12 = 2
√
2P

ξ1 √
ϵK − 1√

2 +
√
ϵK − 1

+ ξ̄2
ϵ3/2

[
K − ϵ+

√
2ϵ(K − ϵ)

]
(√

2ϵ+
√
K − ϵ

)2
 . (3.21)

Trong g¦n �óng bªc 1 cõa (1− ϵ), h» thùc (3.21) câ thº vi¸t g¦n �óng d÷îi d¤ng

γ12 ≈ 2
√
2P
(
ξ1 + ξ̄2

) √
K − 1√

2 +
√
K − 1

+ F (K, ξ)(1− ϵ), (3.22)

trong �â F (K, ξ) l  mët h m cõa K v  ξ.
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T¤i pha ÷ît (θ = 0), sè h¤ng cuèi còng trong v¸ ph£i cõa (3.20) s³ b¬ng khæng. K¸t
hñp (3.16), (3.19), (3.20) v  (3.21), chóng tæi x¡c �ành �÷ñc ranh giîi pha ÷ît (wetting
phase boundary) trong m°t ph¯ng (ξ, 1/K) câ ph÷ìng tr¼nh

√
K − 1 =

1√
2

(
1

ξ
− 1

)
. (3.23)

Hìn núa, chóng tæi x¡c �ành �÷ñc gâc ti¸p xóc θ thäa m¢n

cos θ =
γW1 − γW2,pure

γ12
. (3.24)

Ð g¦n �÷íng c¥n b¬ng pha khèi, cosine cõa gâc ti¸p xóc câ thº rót gån th nh

cos θ ≈
(
1− ξ

1 + ξ

) √
2 +

√
K − 1√

K − 1
. (3.25)

Tø (3.25) ta th§y, trong tr÷íng hñp h» ph¥n t¡ch y¸u

cos θ ≈
(
1− ξ

1 + ξ

) √
2√

K − 1
. (3.26)

Ng÷ñc l¤i, trong tr÷íng hñp h» ph¥n t¡ch m¤nh, gâc ti¸p xóc s³ khæng phö thuëc v o
c÷íng �ë t÷ìng t¡c t¿ �èi K,

cos θ ≈ 1− ξ

1 + ξ
. (3.27)

Ph÷ìng tr¼nh (3.27) mët l¦n núa x¡c nhªn r¬ng, khi c÷íng �ë t÷ìng t¡c t¿ �èi �õ lîn,
gâc ti¸p xóc ch¿ phö thuëc v o �ë d i �°c tr÷ng t¿ �èi. Hìn núa, (3.27) công cho th§y,
gâc ti¸p xóc luæn kh¡c khæng khi c÷íng �ë t÷ìng t¡c t¿ �èi �õ lîn. �i·u n y cho bi¸t,
qu¡ tr¼nh chuyºn pha ÷ît khæng x£y ra �èi vîi h» ph¥n t¡ch r§t m¤nh.
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Ch÷ìng 4

T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose
lo¢ng ð nhi»t �ë húu h¤n

4.1 T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng trong
g¦n �óng mët váng

Chóng tæi b­t �¦u tø mªt �ë Lagrangian cõa kh½ Bose lo¢ng �çng nh§t

L = Ψ∗
(
−iℏ ∂

∂t
− ℏ2

2m
∇2

)
Ψ− µ|Ψ|2 + g

2
|Ψ|4. (4.1)

Trong g¦n �óng c¥y, trà trung b¼nh Ψ0=
√
µ/g ùng vîi pha ph¡ vï �èi xùng tü ph¡t.

H m truy·n ð mùc �ë g¦n �óng n y l 

G0(k) =
1

ℏ2ω2
n + E2

0(k)

ℏ2k2

2m
− µ+ gΨ2

0 ℏωn

−ℏωn
ℏ2k2

2m
− µ+ 3gΨ2

0

 , (4.2)

trong �â ωn = 2πnℏ−1β−1 (n ∈ Z) l  t¦n sè Matsubara cõa boson ð nhi»t �ë T . H» thùc
t¡n s­c �÷ñc x¡c �ành thæng qua c¡c th nh ph¦n tr¶n �÷íng ch²o ch½nh cõa h m truy·n

E0(k) =

√
ℏ2k2
2m

(
ℏ2k2
2m

+ 2gΨ2
0

)
. (4.3)

H» thùc t¡n s­c tr¶n cho th§y, phê n«ng l÷ñng cõa c¡c c¡c k½ch th½ch khæng câ khe n«ng
l÷ñng, tùc l  khi k = 0 th¼ E0 = 0, �i·u n y t÷ìng ùng vîi sü ph¡ vï �èi xùng U(1) tü
ph¡t v  phò hñp vîi �ành l½ Goldstone.

4.1.1 �ë suy gi£m ng÷ng tö v  nhi»t �ë tîi h¤n
Trong g¦n �óng mët váng, mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng CJT ùng vîi mªt �ë La-

grangian (4.1) câ d¤ng:

VCJT = −µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0 +
1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k)

]
, (4.4)
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vîi h m truy·n G(k) trong g¦n �óng mët váng l 

G(k) =
1

ℏ2ω2
n + E(k)2

ℏ2k2

2m
− µ+ gΨ2

0 ℏωn

−ℏωn
ℏ2k2

2m
− µ+ 3gΨ2

0

 . (4.5)

H» thùc t¡n s­c t÷ìng ùng l 

E(k) =

√(
ℏ2k2
2m

− µ+ gΨ2
0

)(
ℏ2k2
2m

− µ+ 3gΨ2
0

)
=

√
ℏ2k2
2m

(
ℏ2k2
2m

+ 2µ

)
. (4.6)

Trong giîi h¤n b÷îc sâng d i, d¹ th§y phê n«ng l÷ñng t¿ l» tuy¸n t½nh vîi vector sâng,

E(k) ≈ ℏk
√
µ

m
, (4.7)

phò hñp vîi phê cõa Nambu�Goldstone boson do sü ph¡ vï U(1)× U(1).
�º x¡c �ành sè h¤ng cuèi còng trong v¸ ph£i cõa (4.4), chóng tæi ¡p döng ph÷ìng

ph¡p têng t¦n sè Matsubara

1

β

+∞∑
n=−∞

ln
[
ℏ2ω2

n + E(k)2
]
= E(k) +

2

β
ln
(
1− e−βE(k)

)
, (4.8)

tø �â thu �÷ñc

VCJT = −µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0 +
1

2

�
d3k
(2π)3

[
E(k) +

2

β
ln
(
1− e−βE(k)

)]
. (4.9)

B¬ng c¡ch cüc tiºu hâa mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng CJT (4.9) theo Ψ0, chóng tæi thu
�÷ñc ph÷ìng tr¼nh khe trong g¦n �óng mët váng

−µ+ gρ0 +
g

2

�
d3k
(2π)3

[
2

(
ℏ2k2

2m
− µ+ 2gΨ2

0

)
− gΨ2

0

]
1

E(k)

(
1 +

2

eβE(k) − 1

)
= 0.

(4.10)

Thay µ = gρ v o (4.10) ta thu �÷ñc mªt �ë ng÷ng tö

ρ0 =
µ

g
−
�

d3k
(2π)3

(
ℏ2k2

m
+ µ

)
1

E(k)

(
1

2
+

1

eβE(k) − 1

)
. (4.11)

�p su§t cõa h» l 

P = −VCJT|min =
µ2

2g
− 1

2

�
d3k
(2π)3

[
E(k) +

2

β
ln
(
1− e−βE(k)

)]
. (4.12)

Mªt �ë h¤t to n ph¦n �÷ñc �ành ngh¾a l  �¤o h m ri¶ng cõa ¡p su§t theo th¸ hâa

ρ =
∂P

∂µ
. (4.13)
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Thay (4.12) v o (4.13) ta thu �÷ñc mªt �ë to n ph¦n

ρ =
µ

g
−
�

d3k
(2π)3

ℏ2k2

2m

1

E(k)

(
1

2
+

1

eβE(k) − 1

)
. (4.14)

Tø (4.11) v  (4.14), d¹ th§y �ë suy gi£m ng÷ng tö trong g¦n �óng mët váng (hay cán gåi
l  g¦n �óng Popov) �÷ñc x¡c �ành bði

ρex
ρ

≡ ρ− ρ0
ρ

=

�
d3k
(2π)3

(
ℏ2k2

2mρ
+ g

)
1

E(k)

(
1

2
+

1

eβE(k) − 1

)
. (4.15)

Khi �i·u ki»n tü hñp �÷ñc �£m b£o, �ë suy gi£m ng÷ng tö t÷ìng ùng giú nguy¶n
d¤ng nh÷ (4.14) vîi mªt �ë ng÷ng tö ρ0 �÷ñc thay th¸ b¬ng mªt �ë to n ph¦n ρ. Cö thº,
trong v¸ ph£i cõa (4.14), ta câ thº l§y

E(k) =

√
ℏ2k2
2m

(
ℏ2k2
2m

+ 2gρ

)
. (4.16)

�°t κ2 =
ℏ2k2

2m
v  thay (4.16) v o (4.15) ta thu �÷ñc

ρex
ρ

=
(2m)3/2

ℏ3ρ

�
d3κ⃗

(2π)3
κ2 + gρ√
κ2(κ2 + 2gρ)

(
1

2
+

1

eβ
√

κ2(κ2+2gρ) − 1

)
(4.17)

V¸ ph£i cõa (4.17) bà ph¥n ký tû ngo¤i. Theo ph÷ìng ph¡p ch¿nh thù nguy¶n ta câ

Im,n(M) =

�
ddκ⃗

(2π)d
κ2m−n

(κ2 +M2)n/2
=

Ωd

(2π)d
Λ2ϵMd+2(m−n)Γ(

d−n
2

+m)Γ(n−m− d
2
)

2Γ(n
2
)

,

(4.18)

vîi Γ(n) =
�∞
0
xn−1e−xdx l  h m Gamma, Ωd = 2πd/2/Γ(d/2) l  di»n t½ch m°t c¦u b¡n

k½nh mët �ìn và trong khæng gian d chi·u v  Λ l  h» sè t¡i chu©n hâa �º �£m b£o t½ch
ph¥n n y câ thù nguy¶n ch½nh x¡c. �p döng vîi d = 3, k¸t hñp vîi �i·u ki»n gρ ≪ kBT
(hay βgρ≪ 1), chóng tæi thu �÷ñc

ρex
ρ

=
8

3
√
π

√
ρa3s +

ζ(3/2)

ρλ3B
+

2ζ(1/2)as
λB

, (4.19)

trong �â λB l  b÷îc sâng de Broglie cõa chuyºn �ëng nhi»t,

λB =

√
2πℏ2
mkBT

. (4.20)

�º x¡c �ành nhi»t �ë tîi h¤n, chóng tæi sû döng �i·u ki»n mªt �ë ng÷ng tö b¬ng
khæng (ρ0 = 0 v  ρex = ρ) t¤i �iºm chuyºn pha ng÷ng tö. Tø ph÷ìng tr¼nh (4.19), chóng
tæi thu �÷ñc biºu thùc cõa nhi»t �ë tîi h¤n ð g¦n �óng bªc th§p cõa as nh÷ sau:

Tc =
2πℏ2

mkB

(
ρ

ζ(3/2)

)2/3(
1− 4ζ(1/2)

3ζ(3/2)1/3
ρ1/3as

)
. (4.21)
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Nh÷ vªy, �ë l»ch t¿ �èi cõa nhi»t �ë tîi h¤n t¿ l» tuy¸n t½nh vîi �ë d i t¡n x¤ sâng s theo
h» thùc

∆Tc

T
(0)
c

= cρ1/3as, (4.22)

trong �â c = − 4ζ(1/2)

3ζ(3/2)1/3
≈ 1.413. K¸t qu£ (4.22) cõa chóng tæi t÷ìng �èi phò hñp

vîi k¸t qu£ thu �÷ñc tø mæ phäng Monte Calrlo (c = 1.29 ± 0.05) v  mæ phäng m¤ng
(lattice simulation) (c = 1.32 ± 0.02). Ngo i ra, nâ công r§t g¦n k¸t qu£ lþ thuy¸t thu
�÷ñc tø ph÷ìng ph¡p khai triºn δ tuy¸n t½nh phi nhi¹u lo¤n (the non-perturbative linear
δ-expansion method) trong khuæn khê lþ thuy¸t nhi¹u lo¤n tèi ÷u (optimized perturbation
theory) (c = 1.48). Ph÷ìng ph¡p bi¸n ph¥n v  gi£i t½ch ti»m cªn (asymptotic analysis) tr¶n
cì sð lþ thuy¸t Bogoliubov công t÷ìng �èi phò hñp vîi k¸t qu£ cõa chóng tæi (c = 1.49),
tuy nhi¶n ph÷ìng ph¡p n y l¤i d¨n tîi k¸t luªn m  chóng tæi cho l  ch÷a ch½nh x¡c:
chuyºn pha ng÷ng tö Bose�Einstein l  chuyºn pha lo¤i mët.

4.1.2 N«ng l÷ñng �iºm khæng v  c¡c t½nh ch§t nhi»t �ëng trong
pha ng÷ng tö

Tø ph÷ìng tr¼nh (4.14), ta câ th¸ hâa

µ = gρ+ g

�
d3k
(2π)3

ℏ2k2

2m

1

E(k)

(
1

2
+

1

eβE(k) − 1

)
. (4.23)

Thay (4.16) v o (4.23) rçi khû ph¥n ký b¬ng c¡ch ¡p döng (4.18), trong g¦n �óng bªc
th§p nh§t cõa tham sè kh½ ρa3s, chóng tæi thu �÷ñc

µ = gρ

(
1 +

32

3
√
π

√
ρa3s

)
+

4πℏ2ζ(3/2)as
mλ3B

. (4.24)

B¥y gií chóng tæi s³ xem x²t ¡p su§t thäa m¢n �i·u ki»n tü hñp, tø (4.12) ta câ

P =
µ2

2g
− 1

2

�
d3k
(2π)3

√
κ2(κ2 + 2µ)− 1

β

�
d3k
(2π)3

ln
(
1− e−β

√
κ2(κ2+2µ)

)
=
µ2

2g
+ P (0)

g + P (T )
g . (4.25)

Sè h¤ng thù hai trong v¸ ph£i cõa (4.25) �°c tr÷ng cho n«ng l÷ñng �iºm khæng (ch¥n
khæng) sinh ra do c¡c th«ng gi¡ng l÷ñng tû ð tr¤ng th¡i cì b£n:

E0 = −P (0)
g =

1

2

�
d3k
(2π)3

√
κ2(κ2 + 2µ) =

(2m)3/2

2ℏ3

�
d3κ⃗

(2π)3

√
κ2(κ2 + 2µ)

=
8m3/2

15π2ℏ3
µ5/2. (4.26)

Vîi �i·u ki»n kh½ lo¢ng v  l¥n cªn �iºm chuyºn pha ng÷ng tö �÷ñc ¡p döng, sè h¤ng
cuèi còng trong v¸ ph£i cõa (4.25) �÷ñc l§y g¦n �óng b¬ng

P (T )
g =

2πℏ2

mλ5B

(
ζ(5/2)− ζ(3/2)

µ

kBT

)
. (4.27)
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Thay (4.26) v  (4.27) v o (4.25), chóng tæi thu �÷ñc ¡p su§t thäa m¢n �i·u ki»n tü hñp,
trong g¦n �óng bªc th§p nh§t cõa tham sè kh½ nh÷ sau:

P =
gρ2

2

(
1 +

64

5
√
π

√
ρa3s

)
+

2πℏ2ζ(3/2)2as
mλ6B

+
2πℏ2ζ(5/2)

mλ5B
. (4.28)

Sau �¥y, chóng ta s³ xem x²t þ ngh¾a vªt lþ cõa c¡c sè h¤ng trong v¸ ph£i cõa (4.28).
Sè h¤ng �¦u ti¶n bao gçm hai th nh ph¦n: d¹ th§y th nh ph¦n gρ2/2 �°c tr÷ng cho ¡p
su§t khèi; trong khi th nh ph¦n cán l¤i xu§t hi»n do sü th«ng gi¡ng l÷ñng tû ð nhi»t �ë
khæng (th«ng gi¡ng ch¥n khæng). Hai sè h¤ng ti¸p theo mæ t£ �âng gâp cõa t÷ìng t¡c
giúa nguy¶n tû v  th«ng gi¡ng nhi»t v o ¡p su§t, trong �â sè h¤ng cuèi còng �°c tr÷ng
cho sü th«ng gi¡ng nhi»t thu¦n tóy, bði sè h¤ng n y v¨n xu§t hi»n trong v¸ ph£i cõa
(4.28) ngay c£ �èi vîi kh½ Bose l½ t÷ðng. Nâ cho th§y, ¡p su§t cõa kh½ Bose l½ t÷ðng trong
pha ng÷ng tö t¿ l» vîi T 5/2.

Mªt �ë n«ng l÷ñng �÷ñc x¡c �ành tø ¡p su§t thæng qua mèi li¶n h» giúa hai �¤i
l÷ñng n y trong nhi»t �ëng lüc håc

E = −
[
∂ (βP )

∂β

]
βµ

, (4.29)

chóng tæi thu �÷ñc

E =
gρ2

2

(
1 +

128

15
√
π

√
ρa3s

)
− 2πℏ2ζ(3/2)ρas

mλ3B
+

4πℏ2ζ(3/2)2as
mλ6B

+
3πℏ2ζ(5/2)

mλ5B
. (4.30)

Ð nhi»t �ë húu h¤n, c¡c �âng gâp cõa th«ng gi¡ng nhi»t v o mªt �ë n«ng l÷ñng �÷ñc thº
hi»n ð ba sè h¤ng cuèi còng.

4.1.3 C¡c t½nh ch§t nhi»t �ëng trong pha thæng th÷íng
Trong pha thæng th÷íng, h» thùc t¡n s­c câ d¤ng:

E(k) =
ℏ2k2

2m
− µ̄, (4.31)

trong �â µ̄ = µ− 2gρ �÷ñc �ành ngh¾a l  th¸ hâa hi»u döng v  nâ b¬ng th¸ hâa cõa kh½
Bose l½ t÷ðng trong pha thæng th÷íng. H m truy·n t÷ìng ùng khi �â l 

G(k) =
1

ℏ2ω2
n + E(k)2

ℏ2k2

2m
− µ̄ ℏωn

−ℏωn
ℏ2k2

2m
− µ̄

 (4.32)

Sü ph¥n ký tû ngo¤i trong n«ng l÷ñng �iºm khæng câ thº �÷ñc khû b¬ng c¡ch �÷a th¶m
mët sè h¤ng bò trø m  khæng l m thay �êi ¡p su§t. �p su§t tü hñp �÷ñc x¡c �ành bði

P = gρ2 +
2πℏ2

mλ5B
Li5/2[e

β(µ−2gρ)]. (4.33)

B¬ng c¡ch thay (4.33) v o (4.13), chóng tæi thu �÷ñc mªt �ë to n ph¦n cõa h»

ρ =
Li5/2[e

β(µ−2gρ)]

λ3B
. (4.34)
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Ti¸p töc l§y nghàch �£o hai v¸ cõa (4.34), chóng tæi suy ra th¸ hâa ð ngo i pha ng÷ng tö

µ = 2gρ+ kBT ln
[
Li−1

3/2(ρλ
3
B)
]
. (4.35)

K¸t hñp (4.24) v  (4.35), ta câ sü phö thuëc cõa th¸ hâa µ theo nhi»t �ë T ð g¦n �iºm
chuyºn pha ng÷ng tö nh÷ sau:

µ =


gρ

(
1 +

32

3
√
π

√
ρa3s

)
+

4πℏ2ζ(3/2)as
mλ3B

, T ≤ Tc;

2gρ+ kBT ln
[
Li−1

3/2(ρλ
3
B)
]
, T ≥ Tc.

(4.36)

Sü phö thuëc cõa th¸ hâa theo nhi»t �ë nh÷ trong (4.36) �÷ñc chóng tæi biºu di¹n
b¬ng �÷íng m u �en trong H¼nh 4.1. Câ thº th§y, th¸ hâa thay �êi li¶n töc khi qua �iºm
chuyºn pha ng÷ng tö. Ban �¦u, trong pha ng÷ng tö, th¸ hâa t«ng theo nhi»t �ë tø gi¡ trà
gρ �¸n gi¡ trà cüc �¤i l  2gρ t¤i �iºm tîi h¤n, sau �â nâ gi£m khi nhi»t �ë ti¸p töc t«ng.
Trong H¼nh 4.1, �÷íng m u �ä biºu di¹n sü thay �êi th¸ hâa theo nhi»t �ë cõa kh½ Bose
l½ t÷ðng, c¡c kþ hi»u trán v  tam gi¡c �¡nh d§u c¡c dú li»u thüc nghi»m cõa Mordini v 
cëng sü (2020).

µ

gρ Tc

T/T
(0)
c

H¼nh 4.1: �ç thà biºu di¹n th¸ hâa cõa kh½ 23Na theo nhi»t �ë.

K¸t qu£ thüc nghi»m �¢ cho th§y sü phò hñp tèt vîi k¸t qu£ lþ thuy¸t cõa chóng
tæi. Mët �i·u quan trång núa công câ thº �÷ñc quan s¡t tø H¼nh 4.1, �â l  sü x¡c nhªn
v· m°t thüc nghi»m �èi vîi sü thay �êi khæng �ìn �i»u cõa th¸ hâa trong vòng l¥n cªn
�iºm chuyºn pha.

T÷ìng tü c¡ch m  chóng tæi �¢ x¡c �ành th¸ hâa ð ngo i pha ng÷ng tö, mªt �ë
n«ng l÷ñng ð nhi»t �ë T > Tc m  chóng tæi t¼m �÷ñc câ d¤ng:

E = gρ2 − 2πℏ2

mλ5B
Li5/2[e

β(µ−2gρ)]. (4.37)
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4.2 T½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng trong
g¦n �óng hai váng

4.2.1 Ph÷ìng tr¼nh tr¤ng th¡i trong pha ng÷ng tö
Chóng tæi b­t �¦u vîi mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng CJT trong g¦n �óng Hartree�Fock

VCJT =− µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0 +
1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k) +G−1

0 (k)G(k)− 11
]

+
3g

8

(
P 2
11 + P 2

22

)
+
g

4
P11P22. (4.38)

Tø mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng (4.38), chóng tæi suy ra:
- Ph÷ìng tr¼nh khe:

−µ+ gΨ2
0 +Π1 = 0. (4.39)

- Ph÷ìng tr¼nh SD:
G−1(k) = G−1

0 (k) + Π, (4.40)

trong �â Π =

(
Π1 0

0 Π2

)
l  ma trªn n«ng l÷ñng ri¶ng, vîi Π1 =

3g

2
P11 +

g

2
P22 v 

Π2 =
g

2
P11 +

3g

2
P22.

H m truy·n trong g¦n �óng HF câ d¤ng:

G(k) =
1

ℏ2ω2
n + E2

(HF)(k)

ℏ2k2

2m
− µ+ gΨ2

0 +Π2 −ℏωn

ℏωn
ℏ2k2

2m
− µ+ 3gΨ2

0 +Π1

 . (4.41)

H m truy·n tr¶n d¨n tîi h» thùc t¡n s­c trong g¦n �óng HF t÷ìng ùng l 

E(HF)(k) =

√(
ℏ2k2
2m

− µ+ 3gΨ2
0 +Π1

)(
ℏ2k2
2m

− µ+ gΨ2
0 +Π2

)
. (4.42)

H» thùc t¡n s­c (4.42) cho th§y sü xu§t hi»n cõa khe n«ng l÷ñng, câ ngh¾a l  �ành l½
Goldstone bà vi ph¤m trong g¦n �óng HF.

�º kh­c phöc �i·u n y, chóng tæi sû döng ph÷ìng ph¡p g¦n �óng IHF. Trong g¦n
�óng n y, mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng �÷ñc bê sung mët sè h¤ng hi»u ch¿nh sao cho c¡c
ph÷ìng tr¼nh chuyºn �ëng câ d¤ng khæng thay �êi, v  �i·u n y d¨n tîi

ṼCJT =− µΨ2
0 +

g

2
Ψ4

0 +
1

2

�
β

tr
[
lnG−1

(IHF)(k) +G−1
0 (k)G(IHF)(k)− 11

]
+
g

8

(
P 2
11 + P 2

22

)
+

3g

4
P11P22. (4.43)

Tø mªt �ë th¸ n«ng hi»u döng CJT (4.43), chóng tæi suy ra:
- Ph÷ìng tr¼nh khe:

−µ+ gΨ2
0 + Σ2 = 0, (4.44)

- Ph÷ìng tr¼nh SD:

G−1
(IHF) = G−1

0 + Σ, (4.45)
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trong �â Σ =

(
Σ1 0

0 Σ2

)
l  ma trªn n«ng l÷ñng ri¶ng trong g¦n �óng IHF, vîi Σ1 =

g

2
P11 +

3g

2
P22 v  Σ2 =

3g

2
P11 +

g

2
P22.

H m truy·n trong g¦n �óng IHF câ d¤ng:

G(IHF)(k) =
1

ℏ2ω2
n + E(k)2

 ℏ2k2

2m
ℏωn

−ℏωn
ℏ2k2

2m
+M

 , (4.46)

trong �â M l  khèi l÷ñng hi»u döng:

M = −µ+ 3gΨ2
0 + Σ1. (4.47)

Câ thº th§y, phê k½ch th½ch ùng vîi h m truy·n (4.46) l 

E(k) =

√
ℏ2k2
2m

(
ℏ2k2
2m

+M

)
→ ℏk

√
M

2m
khi k → 0. (4.48)

Nh÷ vªy, v§n �· v· sü xu§t hi»n khe n«ng l÷ñng trong phê k½ch th½ch �¢ �÷ñc gi£i quy¸t
trong g¦n �óng IHF.

Th¸ hâa µ �÷ñc �ành ngh¾a l  �¤o h m bªc nh§t cõa ¡p su§t P theo mªt �ë to n
ph¦n ρ:

µ =
∂P

∂ρ
= −∂VCJT|min

∂ρ
, (4.49)

thay

P =− ṼCJT

∣∣∣
min

= µΨ2
0 −

g

2
Ψ4

0 −
1

2

�
β

tr
[
lnG−1

(IHF)(k)
]
− 1

2

(
3gΨ2

0 − µ−M2
)
P11

− 1

2

(
gΨ2

0 − µ
)
P22 −

g

8

(
P 2
11 + P 2

22

)
− 3g

4
P11P22 (4.50)

ta �÷ñc th¸ hâa trong g¦n �óng hai váng:

µ = gρ+ gP11. (4.51)

K¸t hñp (4.51), (4.44) v  (4.47), chóng tæi thu �÷ñc ph÷ìng tr¼nh khe v  ph÷ìng tr¼nh
SD cho khèi l÷ñng hi»u döng:

0 = −1 +
ρ0
ρ

+
1

2ρ
(P11 + P22), (4.52a)

M = −1 +
3ρ0
ρ

− 1

2ρ
(P11 − 3P22), (4.52b)

trong �â M =M/(gρ) l  khèi l÷ñng hi»u döng khæng thù nguy¶n.
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4.2.2 �ë suy gi£m ng÷ng tö ð nhi»t �ë l¥n cªn khæng
�º x¡c �ành c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng P11 v  P22, ta c¦n ¡p döng cæng thùc l§y têng

Matsubara
∞∑

n=−∞

1

ℏ2ω2
n + E(k)2

=
β

2E(k)

(
1 +

2

eβE(k) − 1

)
. (4.53)

Ð nhi»t �ë l¥n cªn khæng, c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng câ biºu thùc gi£i t½ch nh÷ sau:

P11 =
(2m)3/2M3/2

6π2ℏ3
+

(2m)3/2π2

30ℏ3M5/2
(kBT )

4, (4.54a)

P22 = −(2m)3/2M3/2

12π2ℏ3
+

(2m)3/2

12ℏ3M1/2
(kBT )

2. (4.54b)

Thay c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng trong (4.54) v o ph÷ìng tr¼nh khe (4.52a) v  ph÷ìng
tr¼nh SD (4.52b), chóng tæi thu �÷ñc h» ph÷ìng tr¼nh mæ t£ mèi li¶n h» giúa t¿ l» ng÷ng
tö ρ0/ρ v  khèi l÷ñng hi»u döng khæng thù nguy¶n M ð nhi»t �ë T ≳ 0 nh÷ sau:

0 = −1 +
ρ0
ρ

+
2
√
2

3
√
π
M3/2

√
ρa3s +

(mkBT )
2

12
√
2πℏ4ρ3/2a1/2s M1/2

+
(mkBT )

4

480
√
2πℏ8ρ7/2a5/2s M5/2

,

(4.55a)

M = −1 +
3ρ0
ρ

− 10
√
2

3
√
π
M3/2

√
ρa3s +

(mkBT )
2

4
√
2πℏ4ρ3/2a1/2s M1/2

− (mkBT )
4

480
√
2πℏ8ρ7/2a5/2s M5/2

.

(4.55b)

Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n chóng tæi thu �÷ñc biºu thùc g¦n �óng cho �ë suy gi£m
ng÷ng tö cõa kh½ Bose lo¢ng ð l¥n cªn nhi»t �ë khæng:

ρex
ρ

= 1− ρ0
ρ

=
8

3
√
π

√
ρa3s +

2(mkBT )
2

9πℏ4ρ
as +

(mkBT )
4

9π3/2ℏ8ρ5/2
a1/2s . (4.56)

Câ thº th§y, v¸ ph£i cõa (4.56) bao gçm hai th nh ph¦n: (i) th nh ph¦n �°c tr÷ng cho
£nh h÷ðng cõa sü th«ng gi¡ng l÷ñng tû thu¦n tóy, �÷ñc thº hi»n bði sè h¤ng �¦u ti¶n; v 
(ii) th nh ph¦n �°c tr÷ng cho £nh h÷ðng cõa nhi»t �ë l¥n cªn khæng, �÷ñc thº hi»n bði
hai sè h¤ng cuèi.

K¸t qu£ m  chóng tæi thu �÷ñc kh¡c vîi k¸t qu£ thu �÷ñc tø kh½ Bose �çng nh§t
lþ t÷ðng, trong �â �ë suy gi£m ng÷ng tö t¿ l» vîi T 3/2. Sü sai kh¡c n y l  do ph¦n phê
phonon chi phèi ph¦n lîn c¡c t½nh ch§t nhi»t �ëng. �i·u n y ngö þ r¬ng, vi»c �÷a v o dò
ch¿ mët t÷ìng t¡c nhä giúa c¡c h¤t công câ thº thay �êi �¡ng kº c¡c t½nh ch§t cõa kh½
Bose ð nhi»t �ë th§p.

Trong H¼nh 4.2, �÷íng cong m u �en biºu di¹n k¸t qu£ theo lþ thuy¸t Bogoliubov,
�÷íng cong m u xanh lam biºu di¹n k¸t qu£ (4.56) cõa chóng tæi t¤i nhi»t �ë T = 3.5 nK;
cán c¡c váng trán réng l  dú li»u thüc nghi»m cõa Lopes v  cëng sü, vîi �÷íng bao sai
sè �÷ñc biºu di¹n b¬ng �÷íng cong m u v ng �ªm. Câ thº t½ch, k¸t qu£ lþ thuy¸t cõa
chóng tæi t÷ìng �èi phò hñp vîi thüc nghi»m.
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as (a0)

ρex/ρ

H¼nh 4.2: �ç thà biºu di¹n �ë suy gi£m ng÷ng tö cõa kh½ Bose lo¢ng theo �ë d i t¡n x¤
as t¤i nhi»t �ë T = 3.5 nK.

4.2.3 �ë suy gi£m ng÷ng tö ð l¥n cªn nhi»t �ë tîi h¤n

Ð l¥n cªn nhi»t �ë tîi h¤n, c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng câ biºu thùc gi£i t½ch nh÷ sau:

P11 =
(2m)3/2M3/2

6π2ℏ3
+

(
mkBT

2πℏ2

)3/2(
ζ(3/2)− 1

2
ζ(1/2)

M

kBT

)
, (4.57a)

P22 = −(2m)3/2M3/2

12π2ℏ3
+

(
mkBT

2πℏ2

)3/2(
ζ(3/2) +

3

2
ζ(1/2)

M

kBT

)
. (4.57b)

Thay c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng trong (4.57) v o ph÷ìng tr¼nh khe (4.52a) v  ph÷ìng
tr¼nh SD (4.52b), chóng tæi thu �÷ñc h» ph÷ìng tr¼nh mæ t£ mèi li¶n h» giúa t¿ l» ng÷ng
tö ρ0/ρ v  khèi l÷ñng hi»u döng khæng thù nguy¶n M ð nhi»t �ë T ≲ Tc nh÷ sau:

0 = −1 +
ρ0
ρ

+
2
√

2ρa3s
3π

M3/2 + t3/2
(
1 +

ζ(1/2)ρ1/3as
ζ(3/2)1/3

M
t

)
, (4.58a)

M = −1 +
3ρ0
ρ

−
10
√

2ρa3s
3π

M3/2 + t3/2
(
1 +

5ζ(1/2)ρ1/3as
ζ(3/2)1/3

M
t

)
, (4.58b)

trong �â t = T/T
(0)
c l  t¿ sè giúa nhi»t �ë v  nhi»t �ë tîi h¤n T (0)

c cõa kh½ Bose l½ t÷ðng.
Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n, chóng tæi thu �÷ñc k¸t qu£ g¦n �óng

√
M ≈

√
2− 16

√
2

3
√
π

√
ρa3s −

t3/2√
2
+

√
2ζ(1/2)ρ1/3as
ζ(3/2)1/3

√
t, (4.59a)

ρ0
ρ

≈ 1− 8

3
√
π

√
ρa3s −

(
1− 4√

π

√
ρa3s

)
t3/2 − 2ζ(1/2)ρ1/3as

ζ(3/2)1/3

√
t. (4.59b)

Nh÷ vªy, �ë suy gi£m ng÷ng tö cõa kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë T l¥n cªn nhi»t �ë tîi h¤n
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l 

ρex
ρ

=
8

3
√
π

√
ρa3s +

(
1− 4√

π

√
ρa3s

)(
T

T
(0)
c

)3/2

+
2ζ(1/2)ρ1/3as
ζ(3/2)1/3

√
T

T
(0)
c

. (4.60)

T¤i �iºm chuyºn pha tîi h¤n (T = Tc), t¿ l» ng÷ng tö b¬ng khæng, �i·u ki»n n y
gióp chóng tæi x¡c �ành �÷ñc nhi»t �ë tîi h¤n trong g¦n �óng hai váng

Tc =
2πℏ2

mkB

(
ρ

ζ(3/2)

)2/3(
1− 4ζ(1/2)

3ζ(3/2)1/3
ρ1/3as +

8

9
√
π

√
ρa3s

)
. (4.61)

4.2.4 C¡c h m nhi»t �ëng
Do câ sü kh¡c nhau giúa c¡c h m nhi»t �ëng cõa kh½ Bose ð trong v  ngo i pha

ng÷ng tö, n¶n chóng tæi s³ kh£o s¡t hai mi·n kh¡c nhau cõa nhi»t �ë, �÷ñc ng«n c¡ch
bði nhi»t �ë tîi h¤n.

Thay (4.50) v o (4.13), chóng tæi biºu di¹n �÷ñc mªt �ë kh½ trong g¦n �óng IHF,
theo tham sè trªt tü v  c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng,

ρ = Ψ2
0 +

g

2
(P11 + P22) . (4.62)

Thay (4.62) v o (4.50) ta �÷ñc

P =
gρ2

2
+ gρP11 +

g

2
P 2
11 −

1

2

�
β

tr
[
lnG−1

(IHF)(k)
]

(4.63)

=
gρ2

2

(
1 +

64

5
√
π

√
ρa3s

)
+

4πℏ2ζ(3/2)ρas
mλ3B

+
2πℏ2ζ(3/2)2as

mλ6B
+

2πℏ2ζ(5/2)
mλ5B

. (4.64)

Câ thº th§y, sè h¤ng �¦u ti¶n trong v¸ ph£i cõa (4.64) ch½nh l  ¡p su§t khèi P0 = gρ2/2,
c¡c sè h¤ng cán l¤i �°c tr÷ng cho sü £nh h÷ðng cõa t÷ìng t¡c v  nhi»t �ë v o ¡p su§t,
trong �â sè h¤ng thù hai l  �âng gâp cõa nhi»t �ë thu¦n tóy.

B¬ng c¡ch thay (4.63) v o (4.29) chóng tæi thu �÷ñc mªt �ë n«ng l÷ñng

E =
gρ2

2

(
1 +

128

15
√
π

√
ρa3s

)
+

4πℏ2ζ(3/2)ρas
mλ3B

+
2πℏ2ζ(3/2)2as

mλ6B
+

3πℏ2ζ(5/2)
mλ5B

. (4.65)

Ð pha thæng th÷íng, nhi»t �ë T > Tc, t¿ l» ng÷ng tö cõa h» khi �â b¬ng khæng.
Trong pha n y, h» thùc t¡n s­c (4.48) �÷ñc �i·u ch¿nh th nh

E(k) =
ℏ2k2

2m
− µ̄, (4.66)

trong �â µ̄ = µ− Σ1 l  th¸ hâa hi»u döng.
C¡c sè h¤ng khæng phö thuëc nhi»t �ë trong c¡c t½ch ph¥n xung l÷ñng bà ph¥n ký.

V§n �· n y �÷ñc gi£i quy¸t b¬ng c¡ch �÷a th¶m v o c¡c sè h¤ng bò trø sao cho chóng
khæng �âng gâp g¼ v o c¡c k¸t qu£. C¡c sè h¤ng phö thuëc nhi»t �ë trong c¡c t½ch ph¥n
xung l÷ñng câ d¤ng t½ch ph¥n Bose,

P11 = P22 =
4√
πλ3B

Li3/2(z̄), (4.67)
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trong �â z̄ = eβµ̄ l  fugacity cõa kh½ Bose. Do sü bi¸n m§t cõa ng÷ng tö n¶n c¡c sè h¤ng
cê �iºn v  �iºm khæng trong s³ khæng �âng gâp v o k¸t qu£, tø �â ta câ

1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k)

]
= −2πℏ2

mλ5B
Li5/2(z̄). (4.68)

D¹ d ng suy ra ¡p su§t trong pha thæng th÷íng l 

P = gP 2
11 −

1

2

�
β

tr
[
lnG−1(k)

]
. (4.69)

Ð g¦n �iºm chuyºn pha ng÷ng tö, ta câ thº l§y g¦n �óng µ̄ = µ trong n«ng l÷ñng ri¶ng.
Khi �â c¡c ph÷ìng tr¼nh (4.67) v  (4.68) cho ph²p ta vi¸t l¤i ¡p su§t (4.69) d÷îi d¤ng

P =
2πℏ2

mλ5B
Li5/2(z̄) +

64πℏ2as
mλ6B

Li23/2(z̄). (4.70)

Tø (4.70) suy ra mªt �ë h¤t

ρ =
64as
πλ4B

Li1/2(z̄) Li3/2(z̄) +
1

λ3B
Li3/2(z̄). (4.71)

Gi£i ph÷ìng tr¼nh tr¶n, chóng tæi thu �÷ñc biºu thùc cõa h m �a thùc logarit

Li3/2(z̄) = ρλ3B

[
1 + Λ

(
−1− π ln z̄

64ρasλ2B

)]
, (4.72)

trong �â Λ(x) l  h m Lambert. �èi vîi kh½ Bose lo¢ng ð nhi»t �ë húu h¤n, c¡c k½ch
th½ch �ìn h¤t chi¸m ÷u th¸, �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi �i·u ki»n b÷îc sâng de Broglie
cõa chuyºn �ëng nhi»t r§t nhä so vîi �ë d i �°c tr÷ng, ρasλ2B ≪ 1. V¼ vªy, ð mùc �ë g¦n
�óng th§p nh§t, th¸ hâa hi»u döng câ thº �÷ñc suy ra tø (4.72) nh÷ sau

µ̄ = kBT ln
[
Li−1

3/2(ρλ
3
B)
]
. (4.73)

Ph÷ìng tr¼nh tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi

Li3/2(z̄) = ρλ3B. (4.74)

Sû döng cæng thùc �¤o h m cõa h m �a thùc logarit �èi vîi (4.74):

dLin(z̄)

dz̄
=

1

z̄
Lin−1(z̄), (4.75)

ta câ thº suy ra

Li5/2(z̄) =
λ3BP

kBT
, (4.76)

trong �â P = ρ(µ̄ + C) vîi C l  h¬ng sè �£m b£o t½nh li¶n töc cõa ¡p su§t P t¤i �iºm
chuyºn pha. C¡c ph÷ìng tr¼nh (4.74) v  (4.76) ho n to n tròng khîp vîi c¡c ph÷ìng tr¼nh
tr¤ng th¡i cõa kh½ Bose l½ t÷ðng, trong �â th¸ hâa hi»u döng cõa kh½ Bose lo¢ng t÷ìng
t¡c y¸u �âng vai trá nh÷ th¸ hâa ùng vîi kh½ Bose l½ t÷ðng.
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K¸t luªn v  ki¸n nghà

1 C¡c k¸t qu£ �¤t �÷ñc
Trong luªn ¡n n y chóng tæi thu �÷ñc nhi·u k¸t qu£ quan trång, gâp ph¦n bê sung

nhúng hiºu bi¸t v· t½nh ch§t cõa h» BEC mët th nh ph¦n công nh÷ hai th nh ph¦n.
Nhúng k¸t qu£ ch½nh câ thº tâm l÷ñc nh÷ sau:

1. �èi vîi kh½ Bose lo¢ng hai th nh ph¦n: c¡c t½nh ch§t cõa pha ti·n d½nh ÷ît �÷ñc
nghi¶n cùu �¦y �õ b¬ng c¡ch sû döng DPA trong lþ thuy¸t GP. Nghi¶n cùu cõa chóng
tæi ch¿ ra r¬ng trong pha ti·n d½nh ÷ît, b· d y cõa lîp d½nh ÷ît t«ng mët c¡ch tuy¸n t½nh
theo thang logarithm cõa t¿ sè th¸ hâa khi ti¸p cªn d¦n tø pha ti·n d½nh ÷ît �¸n pha
d½nh ÷ît ho n to n. Trong qu¡ tr¼nh n y gâc ti¸p xóc (gâc bí) gi£m d¦n tø gi¡ trà húu
h¤n (d½nh ÷ît mët ph¦n) v· gi¡ trà 0 (d½nh ÷ît ho n to n). Nhúng v§n �· n y cung c§p
nhúng thæng tin húu ½ch cho vi»c thi¸t k¸ thüc nghi»m �º quan s¡t chuyºn pha ÷ît trong
BEC.

2. �èi vîi kh½ Bose lo¢ng mët th nh ph¦n:
- Nghi¶n cùu cõa chóng tæi ch¿ ra r¬ng ph÷ìng ph¡p t¡c döng hi»u dung CJT mæ

t£ r§t tèt c¡c t½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng khæng ch¿ ð nhi»t �ë khæng m  c£
ð nhi»t �ë húu h¤n. �ë dàch chuyºn t÷ìng �èi cõa nhi»t �ë tîi h¤n d÷îi £nh h÷ðng cõa
t÷ìng t¡c giúa c¡c ph¥n tû kh½ m  chóng tæi thu �÷ñc phò hñp tèt vîi k¸t qu£ t÷ìng ùng
thu �÷ñc thæng qua t½nh sè theo ph÷ìng ph¡p Monte Carlo. K¸t qu£ m  chóng tæi thu
�÷ñc trong g¦n �óng mët váng v  g¦n �óng hai váng kh¡ phò hñp nhau.

- Sû döng ph÷ìng ph¡p t¡c döng hi»u döng CJT trong g¦n �óng Hartree�Fock c£i
ti¸n cho k¸t qu£ r§t tèt v· t½nh ch§t nhi»t �ëng cõa kh½ Bose lo¢ng. �°c bi»t l  mæ t£
sü bi¸n �êi li¶n töc, khæng �ìn �i»u cõa th¸ hâa ð l¥n cªn nhi»t �ë chuyºn pha. �i·u
n y kh­c phöc �÷ñc h¤n ch¸ cõa lþ thuy¸t Hartree�Fock khi nâ cho th§y th¸ hâa câ b÷îc
nh£y phi vªt lþ t¤i nhi»t �ë chuyºn pha.

2 Ki¸n nghà mët sè v§n �· nghi¶n cùu ti¸p theo
C¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu v· hi»n t÷ñng chuyºn pha ÷ît trong luªn ¡n n¬m trong

khuæn khê lþ thuy¸t tr÷íng trung b¼nh GP, câ ngh¾a l , chóng tæi �¢ khæng xem x²t �¸n
sü suy gi£m ng÷ng tö do th«ng gi¡ng l÷ñng tû v  k½ch th½ch nhi»t. �i·u n y câ thº d¨n
tîi sü sai kh¡c lîn so vîi thüc nghi»m khi h» ch÷a �õ l¤nh, cö thº l  câ nhi»t �ë �õ th§p
so vîi nhi»t �ë tîi h¤n. Ngo i ra, �i·u ki»n bi¶n t÷íng cùng ch¿ l  mët mæ h¼nh l½ t÷ðng,
v  trong thüc nghi»m hi»n nay câ thº ch÷a thº ch¸ t¤o �÷ñc nhúng t÷íng câ �ë cùng l½
t÷ðng nh÷ vªy. Ti¸p töc ph¡t triºn c¡c k¸t qu£ thu �÷ñc trong luªn ¡n n y, chóng tæi dü
ki¸n mët sè v§n �· nghi¶n cùu ti¸p theo nh÷ sau:

- T¤i nhi»t �ë khæng: chóng tæi nghi¶n cùu c¡c gi£i ph¡p thay th¸ t÷íng cùng �º
�ành h÷îng quan s¡t �÷ñc hi»n t÷ñng d½nh ÷ît cõa BEC trong thüc nhi»m.

- T¤i nhi»t �ë húu h¤n: �¡nh gi¡ £nh h÷ðng cõa nhi»t �ë l¶n n«ng l÷ñng b· m°t,
qua �â xem x²t £nh h÷ðng cõa nâ �¸n chuyºn pha ÷ît cõa h» BEC.
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